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Perturbation de la dynamique de diéomorphismes en topologie
C1
Les travaux présentés dans e mémoire portent sur la dynamique de difféomorphismes de
variétés ompates. Pour l'étude des propriétés génériques ou pour la onstrution d'exemples,
il est souvent utile de savoir perturber un système. Cei soulève généralement des problèmes
déliats : une modiation loale de la dynamique peut engendrer un hangement brutal du
omportement des orbites. En topologie C1, nous proposons diverses tehniques permettant de
perturber tout en ontrlant la dynamique : mise en transversalité, onnexion d'orbites, pertur-
bation de la dynamique tangente, réalisation d'extensions topologiques,... Nous en tirons diverses
appliations à la desription de la dynamique des diéomorphismes C1-génériques.
Perturbation of the dynamis of dieomorphisms in the C1-topology
This memoir deals with the dynamis of dieomorphisms of ompat manifolds. For the study
of generi properties or for the onstrution of examples, it is often useful to be able to perturb
a system. This generally leads to deliate problems: a loal modiation of the dynami may
ause a radial hange in the behavior of the orbits. For the C1 topology, we propose various
tehniques whih allow to perturb while ontrolling the dynami: setting in transversal position,
onnetion of orbits, perturbation of the tangent dynamis,... We derive various appliations to
the desription of C1-generi dieomorphisms.
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Introdution
Le dynamiien étudie les systèmes qui évoluent au ours du temps. De nombreux exemples
sont fournis par la méanique lassique à travers une équation diérentielle. Poinaré a montré
dans son mémoire [132℄ sur la stabilité du système solaire que l'on peut dérire le omportement
asymptotique des trajetoires sans passer par leur alul expliite (souvent vain). Nous nous
intéressons dans e texte aux systèmes à temps disret obtenus en itérant un diéomorphisme. Ils
sont naturellement reliés aux systèmes à temps ontinu si l'on onsidère une setion de Poinaré
ou le temps 1 du ot assoié. Les systèmes provenant de la physique possèdent bien souvent
des symétries supplémentaires : nous n'abordons pas ii le as spéique des diéomorphismes
onservatifs, i.e. qui préservent une forme volume ou sympletique (voir [48℄ pour un panorama
des diéomorphismes de surfae onservatifs).
La lasse des diéomorphismes hyperboliques est l'une des premières étudiées et des mieux
dérites. Dans e mémoire
1
, nous disuterons essentiellement des diéomorphismes non hyper-
boliques génériques. (Nous renvoyons à [35℄ pour une vue d'ensemble des dynamiques faiblement
hyperboliques.)
0.1 Dynamiques génériques
Plaçons-nous sur une variété diérentiable ompateM . L'étude de la dynamique d'un diéo-
morphisme arbitraire de M peut sembler parfois hors de portée : on peut imaginer la oexistene
et l'aumulation d'une grande variété de omportements diérents, empêhant l'espoir de dé-
omposer et de struturer la dynamique. Il se pourrait ependant que de tels diéomorphismes,
pathologiques, puissent toujours être approhés par d'autres, plus simples à analyser : il devient
plus raisonnable d'espérer dérire la dynamique d'une partie dense des systèmes. Ce point de vue
soulève une diulté, que nous disuterons plus amplement par la suite : nous devons préiser
l'espae des diéomorphismes onsidérés, ainsi que le hoix d'une topologie sur et espae.
Nous travaillerons en général ave des espae de diéomorphismes métrisables omplets et
nous pourrons alors utiliser la génériité de Baire. Une propriété sera dite générique si elle est
satisfaite par un ensemble de diéomorphismes ontenant une intersetion dénombrable d'ouverts
denses (un ensemble Gδ dense). La réalisation simultanée de deux propriétés génériques est enore
générique. La génériité de Baire est don un outil ommode pour dérire des ensembles denses
de diéomorphismes.
1
Je suis très reonnaissant à Jérme Buzzi, Rafael Potrie et Charles Pugh pour l'attention qu'ils ont portée
sur e texte et leurs nombreuses remarques.
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10 .INTRODUCTION
0.1.a Choix d'un espae de diéomorphismes. Les propriétés génériques que l'on
peut obtenir dépendent beauoup de la régularité des diéomorphismes que l'on étudie. No-
tons Diffk(M) l'espae des diéomorphismes de lasse Ck de M . Nous allons disuter l'existene
de points périodiques de diéomorphismes génériques pour diérents espaes.
 Dans Diff0(M), les homéomorphismes possèdent génériquement un ensemble non dénom-
brable de points périodiques (voir [121, 11℄).
 Dans Diff1(M), l'existene de points périodiques est plus diile à obtenir : 'est l'objet
du lemme de fermeture de Pugh. L'ensemble des points ayant une même période est ni.
 Dans Diffk(M), k > 1, l'existene de points périodique n'est en général pas onnue.
 Herman a montré [76, 75℄ que sur ertains tores sympletiques, pour des ensembles ouverts
de fontions hamiltoniennes C∞ il existe des ouverts de surfaes d'énergies régulières sur
lesquelles il n'y a pas d'orbites périodiques. Les dynamiques hamiltoniennes génériques sur
es surfaes d'énergies n'ont don pas d'orbite périodique.
Nous travaillerons par la suite en régularité C1. Il y a pour ela plusieurs raisons. L'existene
d'une struture diérentiable donne une rigidité minimale, permettant par exemple la ontinua-
tion des points périodiques, l'étude des exposants de la dynamique, l'obtention de sous-variétés
invariantes. Comme nous l'avons vu, la perturbation de diéomorphismes en topologie C1 est
assez souple pour réer des points périodiques. La topologie C1 possède également une pro-
priété importante : si f est un diéomorphisme de Rd à support ompat, tous les onjugués
x 7→ a f(a−1 x) par des homothéties de rapport a ∈ (0, 1) petit sont à la même distane à l'iden-
tité. Cette remarque est à la base des prinipales tehniques de perturbation dans Diff1(M). En
revanhe, la régularité C1 n'est pas susante pour ertains résultats requérant un ontrle de
distorsion.
0.1.b Dynamiques hyperboliques. Très rapidement, les dynamiiens ont herhé quelles
étaient les dynamiques struturellement stables, i.e. dont le omportement topologique ne hange
pas après perturbation du système. Anosov et Smale ont introduit une lasse de diéomorphismes
ayant ette propriété : e sont les diéomorphismes hyperboliques. Un diéomorphisme est hy-
perbolique si, au-dessus de tout ensemble invariant susamment réurrent, on peut déompo-
ser l'espae tangent de M en deux brés linéaires invariants, le premier (le bré stable) étant
uniformément ontraté, le seond (le bré instable) uniformément dilaté. Paradoxalement, la
stabilité de es systèmes fae aux perturbations ne les empêhe pas d'avoir une dynamique par-
fois haotiques. La dynamique de es systèmes est très bien omprise, notamment du point de
vue symbolique (existene de partitions de Markov, de odages) et du point de vue de la théorie
ergodique (existene de mesures physiques).
L'équivalene entre la stabilité et l'hyperboliité a fait l'objet de nombreux travaux et a nale-
ment été obtenue par Mañé. Ces reherhes ont fait émerger de nombreux outils intéressants pour
l'étude des dynamiques diérentiables. Il est apparu ependant que l'ouvert des dynamiques hy-
perboliques n'est en général pas dense dans l'espae des diéomorphismes. Des objetifs naturels
guident alors l'étude des dynamiques génériques :
 la ompréhension des défauts d'hyperboliité,
 la généralisations de propriétés satisfaites par les systèmes hyperboliques à des lasses plus
larges de dynamiques,
 la reherhe de nouveaux phénomènes dynamiques.
0.1. DYNAMIQUES GÉNÉRIQUES 11
Parmi les dynamiques non hyperboliques, deux obstrutions apparaissent fréquemment : les
tangenes homolines et les yles hétérodimensionnels (voir la gure 1).
p
p q
Fig. 1  Tangene homoline et yle hétérodimensionnel.
 Une orbite périodique hyperbolique possède une tangene homoline si ses variétés stable
et instable possèdent un point d'intersetion non transverse. Certains veteurs sont alors
uniformément ontratés par itérations passées et futures et devraient appartenir simulta-
nément aux brés stable et instable.
 Deux orbites périodiques hyperboliques forment un yle hétérodimensionnel si elles sont
liées par des orbites hétérolines et si leurs dimensions stables dièrent. Il n'existe don
pas de bré stable de dimension onstante au-dessus du yle.
Pour les diéomorphismes de surfae de régularité Ck, k > 1, Newhouse a montré que l'en-
semble des diéomorphismes ayant une tangene homoline est dense dans un ouvert (non vide)
de l'espae des diéomorphismes. En dimension plus grande (et en toute régularité Ck, k ≥ 1),
Abraham et Smale ont onstruit un ouvert dans lequel les dynamiques présentant un yle hé-
térodimensionnel sont denses. Le as des diéomorphismes de lasse C1 des surfaes n'est pas
onnu.
Conjeture (Smale). Pour toute surfae ompate S, l'ensemble des diéomorphismes hyperbo-
liques est dense dans Diff1(S).
Palis a onjeturé que es bifurations sont les seules obstrutions à l'hyperboliité.
Conjeture (Palis). Dans Diffk(M), k ≥ 1, tout diéomorphisme peut être approhé par une
dynamique hyperbolique ou par une dynamique possédant une tangene homoline ou un yle
hétérodimensionnel.
0.1. Les dynamiques génériques représentent-elles tous les systèmes ? La géné-
riité donne un sens à la notion de partie négligeable de l'ensemble des diéomorphismes :
nous herhons à dérire la plupart des dynamiques. Ce point de vue est ependant très relatif,
puisqu'il se peut que l'espae des diéomorphismes étudiés soit négligeable pour une autre notion
de génériité.
Il est ainsi envisageable que l'on puisse trouver deux parties disjointes, haune dense dans
un ouvert de l'espae des diéomorphismes et représentant des dynamiques très diérentes. Par
exemple, lorsque dim(M) ≤ 3, on peut alors introduire :
12 .INTRODUCTION
 l'ensemble des homéomorphismes ayant un ensemble non dénombrable de points périodi-
ques (nous avons vu que 'est une partie générique de Diff0(M)),
 l'ensemble des diéomorphismes struturellement stables de M (Shub a montré [162℄ qu'il
forment une partie C0-dense de Diff∞(M) et lorsque dim(M) ≤ 3, Munkres a montré [103℄
que Diff∞(M) est dense dans Diff0(M)).
Les diéomorphismes struturellement stables ont au plus un nombre dénombrable de points
périodiques et es deux parties denses de Diff0(M) sont don disjointes.
Remarquons que, dans ertains as, en travaillant ave des propriétés génériques, on peut
obtenir des onlusions satisfaites par un ouvert dense de diéomorphismes, et non pas seulement
par un Gδ. (Voir par exemple la onjeture faible de Palis, plus bas.)
0.2 Déomposition de la dynamique
La dynamiques d'un diéomorphisme hyperbolique f est portée par un nombre ni d'en-
sembles ompats invariants disjoints et transitifs (i.e. possédant une orbite positive dense),
appelés pièes basiques. Plus préisément, dans e adre haque pièe basique ontient une or-
bite périodique O et oïnide ave l'adhérene H(O) de l'ensemble des intersetions transverses
entre les variétés stables et instables de O. Un tel ensemble H(O) assoié à une orbite pério-
dique hyperbolique O peut être déni pour un diéomorphisme arbitraire et est appelé lasse
homoline de O.
Conley a montré que ette déomposition se généralise aux diéomorphismes quelonques,
si l'on autorise un nombre inni de pièes et si l'on remplae la transitivité par la transitivité
par haînes. Cette propriété est une notion plus faible de réurrene qui met en jeux les pseudo-
orbites, i.e. les suites (xn) de M pour lesquelles f(xn) et xn+1 sont prohes pour tout n mais ne
oïnident pas néessairement. Les pièes obtenues sont alors appelée lasses de réurrene par
haînes.
La déomposition de Conley est intéressante si l'on parvient à faire le lien entre les pseudo-
orbites et les vraies orbites de la dynamique. Il faut pour ela être apable de refermer les sauts
d'une pseudo-orbite par perturbation. Ce problème a été traité progressivement par l'obtention
de lemmes de perturbation dans des situations de plus en plus générales.
 Pugh a démontré un lemme de fermeture qui permet de réer un point périodique près
d'un point non-errant. Il s'agit en quelque sorte de fermer une pseudo-orbite périodique
ayant un saut unique.
 Hayashi a obtenu un lemme de onnexion : lorsque l'orbite positive d'un point p et l'orbite
négative d'un point q ont un point d'aumulation ommun, p et q sont ontenus dans la
même orbite après perturbation. Là enore, il n'y a qu'un seul saut à refermer.
 Finalement, ave C. Bonatti nous avons abordé le as général et établi un lemme de
onnexion pour les pseudo-orbites.
Le lemme de onnexion pour les pseudo-orbites permet de montrer que la déomposition en
lasses de réurrene par haînes est bien adaptée à l'étude des diéomorphismes génériques : par
exemple, les lasses de réurrene par haînes ontenant une orbite périodique sont des ensembles
transitifs. Plus préisément, nous avons obtenu le résultat suivant.
Théorème. Il existe un Gδ dense de Diff
1(M) formé de diéomorphismes pour lesquels la lasse
de réurrene par haînes de toute orbite périodique O oïnide ave sa lasse homoline H(O).
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Toutefois le lemme de onnexion pour les pseudo-orbites ne permet pas de ontrler omplè-
tement le support de l'orbite obtenue. J'ai établi pour ela un autre lemme de perturbation. En
voii une onséquene.
Théorème. Pour tout diéomorphisme appartenant à un Gδ dense de Diff
1(M), haque lasse
de réurrene par haînes est limite de Hausdor d'une suite d'orbites périodiques.
Ces tehniques de perturbation restent valables pour les diéomorphismes onservatifs. Elles
entraînent un résultat de diusion des orbites (obtenu ave C. Bonatti et M.-C. Arnaud).
Théorème. Considérons une variété ompate onnexe M munie d'une forme volume ou sym-
pletique ω. Tout diéomorphisme appartenant à une partie générique de l'espae Diff1ω(M) des
diéomorphismes de M préservant ω est transitif.
Ce dernier théorème souligne à nouveau l'importane de la régularité hoisie. En eet, le théo-
rème des tores invariants de Herman (voir [74, hapitre IV℄, [102, setion II.4.℄ et [191℄) montre
par des tehniques de théorie KAM qu'il existe un ouvert de diéomorphismes de Diffkω(M),
k ≥ 4, qui possèdent un tore de odimension 1. Ce tore sépare la variété en deux omposante et
empêhe la transitivité. Le théorème préédent n'est don pas vrai en régularité supérieure.
Nous pouvons également remarquer ertaines partiularités du sujet. D'une part, l'essentiel
des résultats s'appuient sur des tehniques de perturbation. D'autre part, les diérents lemmes
de perturbation ont parfois des énonés qui peuvent sembler très similaires, bien que la diulté
des démonstrations puisse être bien diérente.
Notre onnaissane des dynamiques C1-générique devient susamment préise pour pouvoir
obtenir des onlusions qui n'étaient jusqu'alors onnues que dans le adre des dynamiques
hyperboliques. Par exemple, on s'attend à e que le entralisateur d'un diéomorphisme, i.e.
l'ensemble des diéomorphismes qui ommutent ave lui, soit en général petit. C'est e que nous
avons vérié ave C. Bonatti et A. Wilkinson.
Théorème. L'ensemble des diéomorphismes f à entralisateur trivial (i.e. réduit aux itérés fn,
n ∈ Z) ontient un Gδ dense de Diff
1(M).
Caratérisation des dynamiques non hyperboliques
En dimension 1 et en toute régularité, la onjeture de Palis est une onséquene du théo-
rème de Peixoto : tout diéomorphisme du erle peut être approhé par un diéomorphisme
ayant un nombre ni de points périodiques, tous hyperboliques (les autres orbites sont errantes
et onnetent une soure à un puits). En dimension 2, Pujals et Sambarino ont démontré la
onjeture en régularité C1. En dimension supérieure, seuls des résultats partiels existent (et
seulement en topologie C1). Nous allons les présenter i-dessous.
0.3.a Les dynamiques onservatives En topologie C1 et dans le adre onservatif, la
onjeture de Palis est vériée, nous obtenons même un résultat plus fort.
En dimension 2, il existe une obstrution robuste à l'hyperboliité venant de la struture
sympletique : l'existene d'un point périodique elliptique, i.e. ayant des valeurs propres non
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réelles de module 1. Newhouse a montré [107℄ que ette obstrution sut a aratériser les
diéomorphismes robustement non hyperboliques
Lorsque dim(M) ≥ 3, les points périodiques sont génériquement hyperboliques [155℄. Les
travaux, lassiques, autour de la stabilité struturelle, impliquent qu'une dynamique dont on ne
peut pas faire bifurquer les points périodiques est hyperbolique. Si l'on parvient au ontraire à
faire bifurquer des points périodiques, on obtient par perturbation des points périodiques ayant
des dimensions stables diérentes ; le lemme de onnexion pour les pseudo-orbites rée alors un
yle hétérodimensionnel (dans le adre onservatif et lorsqueM est onnexe, il n'y a qu'un seule
lasse de réurrene par haînes) assoié à des points périodiques dont la dimension stable dière
de 1.
Un résultat de Bonatti et Díaz permet de renforer les yles hétérodimensionnels : après
perturbation, on obtient un diéomorphisme f ∈ Diff1ω(M) et une paire d'ensemble hyperboliques
transitifs K,L dont la dimension stable dière, tels que pour tout diéomorphisme g prohe de f ,
les ontinuations Kg, Lg sont liées par des orbites hétérolines. Un tel yle assoié à K et L est
une obstrution robuste à l'hyperboliité et est appelé yle hétérodimensionnel robuste. Si l'on
hoisit des orbites périodiques O ∈ K et O′ ∈ L, il existe un ensemble dense de diéomorphismes
au voisinage de f pour lesquels O et O′ forment un yle hétérodimensionnel.
L'énoné obtenu porte sur un ouvert dense de l'espae des diéomorphismes onservatifs.
Théorème. Tout diéomorphisme onservatif peut être approhé dans Diff1ω(M) par un difféo-
morphisme hyperbolique ou par un diéomorphisme ayant un yle hétérodimensionnel robuste.
0.3.b La onjeture faible de Palis. On onnaît depuis Poinaré [132, 133℄ et Birkho [21℄
l'importane du rle joué par les intersetions homolines transverses, i.e. par les points d'inter-
setion transverses entre les variétés stables et instables d'une orbite périodique. Cette propriété
- très simple - est à l'origine d'une dynamique omplexe.
Smale a onstruit [169℄ un modèle géométrique, son élèbre fer à heval, qui dérit la dy-
namique près d'une telle orbite. On trouve des ensembles hyperboliques dont une puissane est
onjuguée au déalage sur l'ensemble de Cantor {0, 1}Z. Il y a alors une innité d'orbite pério-
diques et l'entropie topologique de la dynamique est stritement positive. Remarquons également
que l'existene d'une intersetion homoline transverse est une propriété ouverte.
À l'opposé, Smale a introduit des dynamiques très simples : les diéomorphismes Morse-
Smale. Ce sont des diéomorphismes hyperboliques pour lesquels haque pièe basique est réduite
à une orbite périodique. Les autres orbites s'aumulent dans le passé et dans le futur sur deux
orbites périodiques distintes. En partiulier, es dynamiques sont stables (elles forment don un
ouvert) et leur entropie topologique est nulle.
Palis a onjeturé (en toute lasse de diérentiabilité Ck, k ≥ 1) que es deux omportements
forment une partie dense de l'espae des diéomorphismes. Cette seonde onjeture de Palis est
impliquée par la première et est don vériée en dimension 2 d'après les résultats de Pujals et
Sambarino. Elle a ensuite été démontrée en dimension 3 par Bonatti, Gan et Wen. J'ai obtenu
une démonstration dans le as général.
Théorème. Tout diéomorphisme peut être approhé dans Diff1(M) par un diéomorphisme
Morse-Smale ou par un diéomorphisme ayant une intersetion homoline transverse.
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Bien que la preuve fasse appel aux tehniques de génériité, la onlusion dérit à nouveau
une partie ouverte et dense de l'espae des diéomorphismes. Sur et ouvert, il y a don une
dihotomie parfaite entre les dynamiques simples et ompliquées.
La démonstration se ramène à l'étude d'ensembles dont le défaut d'hyperboliité est onentré
sur un bré linéaire invariant de dimension 1. Auun veteur de e bré n'est ontraté ni dilaté
par les itérés de l'appliation tangente. Les tehniques habituelles de dynamiques diérentiables
reliées à l'existene d'exposants de Lyapunov non nuls ne s'appliquent don pas et nous les avons
remplaées par l'étude d'objets de nature plus topologique : les modèles entraux.
Dans le as onservatif, on s'attendrait à e que pour un ouvert dense de diéomorphismes,
il existe une orbite périodique hyperbolique ayant une intersetion homoline transverse. En
topologie C1, 'est une onséquene du théorème établi ave Arnaud et Bonatti énoné i-dessus.
En régularité plus grande, des résultats partiels existent sur les surfaes : Zehnder a montré [192℄
que tout point elliptique est approhé par un point périodique hyperbolique ayant une intersetion
homoline transverse. Plus généralement, les diéomorphismes ayant une intersetion homoline
transverse sont denses dans presque toute lasse d'homotopie de diéomorphisme onservatif Cr,
r ≥ 1, voir [156, 129, 111, 112℄.
0.3. Hyperboliité partielle. Une approhe possible pour montrer la onjeture de Palis
onsiste à étudier les diéomorphismes génériques qui ne sont pas approhés par des tangene
homolines ou par des yles hétérodimensionnels. Il s'agit alors de montrer que haque lasse
de réurrene par haînes est un ensemble hyperbolique.
Nous avons obtenu un résultat dans ette diretion : haque lasse de réurrene par haînes
Λ vérie une propriété d'hyperboliité partielle. Plus préisément, il existe une déomposition
TΛM = E
s⊕Ec⊕Eu du bré tangent unitaire. Es et Eu sont uniformément ontratés et dilatés.
La partie entrale Ec est moins ontratée ou dilatée que les brés extrêmes Es, Eu. De plus,
sa dimension est au plus égale à 2 (lorsqu'elle est de dimension 2, elle se déompose à nouveau
en deux brés Ec = Ec1 ⊕ E
c
2 de dimension 1). Un tel diéomorphisme est appelé dans e adre
diéomorphisme partiellement hyperbolique.
J'ai démontré que les diéomorphismes loin des bifurations homolines peuvent être appro-
hés par des diéomorphismes partiellement hyperboliques. Wen avait obtenu préédemment une
version loale de e résultat en s'appuyant sur le lemme de séletion de Liao.
Théorème. Tout diéomorphisme peut être approhé dans Diff1(M) par un diéomorphisme
partiellement hyperbolique ou par un diéomorphisme ayant une tangene homoline ou un yle
hétérodimensionnel.
Pour ahever la démonstration de la onjeture de Palis, il faudrait montrer que pour es dif-
féomorphismes partiellement hyperboliques, les brés entraux de dimension 1 sont uniformément
ontratés ou dilatés. C'est e qu'ont réussi Pujals et Sambarino dans le as des diéomorphismes
de surfae. Dans le as de brés entraux extrêmes (i.e. lorsque Es ou Eu est dégénéré) leur ar-
gument se généralise (le as où Ec est de dimension 1 a été traité par Pujals et Sambarino ; j'ai
traité le as dim(Ec) = 2 ave E. Pujals).
Addendum. Les diéomorphismes partiellement hyperboliques du théorème préédent peuvent
être hoisis pour satisfaire la propriété additionnelle suivante : pour haque lasse de réurrene
par haînes qui n'est pas un puits ou une soure, les brés extrêmes Es, Eu sont non dégénérés.
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0.3.d Hyperboliité essentielle. Il peut être plus faile d'étudier l'hyperboliité des par-
ties attratives de la dynamique. En dimension 3, Pujals a établi sous ertaines hypothèses que
tout diéomorphisme ayant un attrateur non hyperbolique peut être approhé par un diéo-
morphisme ayant une tangene homoline ou un yle hétérodimensionnel.
Un diéomorphisme f est essentiellement hyperbolique si f et f−1 possèdent un nombre ni
d'attrateurs hyperboliques dont l'union des bassins est dense dans M . De façon équivalente,
en restrition à un ouvert dense de M on ne distingue pas la dynamique de f de elle d'un
diéomorphisme hyperbolique.
Le résultat suivant a été obtenu en ollaboration ave E. Pujals.
Théorème. Tout diéomorphisme peut être approhé dans Diff1(M) par un diéomorphisme
essentiellement hyperbolique ou par un diéomorphisme ayant une tangene homoline ou un
yle hétérodimensionnel.
0.3 Struture de l'espae des dynamiques
La déomposition de la dynamique générique a permis la formulation de nombreuses ques-
tions, présentées dans e texte (voir aussi l'exposé de Bonatti [22℄). Une des diretions de re-
herhes atuelles onsiste à struturer l'espae des diéomorphismes et à lassier les divers
types de omportements de la dynamique. Une telle approhe avait déjà été proposée par Smale
[173, 161℄.
0.4.a Phénomènes et méanismes. Les énonés présentés dans les paragraphes préé-
dents ont un objetif ommun que l'on peut formuler de la façon suivante.
Problème (Pujals). Struturer l'espae des diéomorphismes en phénomènes et méanismes.
Plus préisément, es énonés fournissent deux ouverts disjoints Up, Um d'union dense dans
l'espae des diéomorphismes et aratérisant deux types de dynamiques très diérents.
 Up est l'ouvert assoié à un phénomène : pour tout diéomorphisme appartenant à une par-
tie (Gδ parfois ouverte) dense de Up, il existe une desription globale de la dynamique (dy-
namique Morse-Smale, hyperboliité, hyperboliité partielle, hyperboliité essentielle,...)
 Um est l'ouvert assoié à un méanisme : pour tout diéomorphisme appartenant à une
partie dense de Um, il existe une onguration semi-loale de la dynamique (une bifuration)
qui est à la fois très simple (par exemple elle se lit sur les orbites périodiques, elle peut être
détetée numériquement), qui engendre des hangements importants sur les dynamiques
voisines (par exemple l'apparition d'un grand nombre d'orbites périodiques) et qui est une
obstrution au phénomène assoié à Up.
0.4.b Complexité des dynamiques génériques. Les résultats réents sur la dynamique
générique permettent d'imaginer une façon de struturer l'espae des diéomorphismes. Deux
onjetures, impliquant toutes deux elle de Palis, résument l'essentiel des sénarios envisagés
pas les auteurs du sujet (voir [22℄ pour un exposé détaillé de diérentes onjetures).
La première onstate que les seuls méanismes onnus engendrant une innité de lasses
distintes sont liées à l'existene de tangenes homolines ('est le as du phénomène de Newhouse
pour lequel il existe une innité de puits et de soures).
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Conjeture de nitude (Bonatti). Les diéomorphismes loin des tangenes homolines dans
Diff1(M) n'ont qu'un nombre ni de lasses de réurrene par haînes.
La seonde implique également la onjeture de Smale et est propre à la régularité C1. Pour
ette topologie, les méthodes pour obtenir un ensemble loalement dense de diéomorphismes
présentant une tangene homoline font toutes intervenir des yles hétérodimensionnels.
Conjeture d'hyperboliité (Bonatti-Díaz). Tout diéomorphisme de Diff1(M) peut être ap-
prohé par un diéomorphisme hyperbolique ou par un diéomorphisme ayant un yle hétérodi-
mensionnel robuste.
Bonatti propose de déomposer l'espae des diéomorphismes selon les ritères suivants :
 existene de tangenes homolines (dynamique ritique),
 existene de yle hétérodimensionnel (dynamique hétérodimensionnelle),
 nombre ni ou inni de lasses de réurrene par haînes (dynamique modérée ou sauvage).
Par ailleurs, Bonatti et Díaz ont montré l'existene de dynamiques sauvages ayant une propriété
remarquable : en renormalisant la dynamique ontenue dans des disques périodiques, on obtient
une famille de diéomorphismes dense dans l'espae des diéomorphismes du disque préservant
l'orientation. Une telle dynamique est qualiée d'universelle.
Si les deux onjetures préédentes sont vériées, l'espae des diéomorphismes est alors
struturé en régions de omplexité roissante : dynamique hyperbolique, modérée non ritique,
modérée ritique, sauvage, dynamique universelle (voir la gure 2). Des exemples de dynamique
pour haque région seront donnés en setions 1.6, 5.10, 7.9 et 8.6.
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Fig. 2  Struture de l'espae des diéomorphismes.
Notations
K(X) est l'espae (ompat) des parties ompates d'un espae métrique ompat X, muni de
la distane de Hausdor :
dH(K,K
′) = sup
x∈K,x′∈K ′
d(x, x′).
(Lorsque K est vide et K ′ non vide, on pose dH(K,K
′) = Diam(X).)
M désignera en général une variété diérentiable ompate sans bord munie d'une métrique
riemannienne.
Int(A) est l'intérieur d'une partie A ⊂M .
Diffk(M), pour k ≥ 0, est l'espae des diéomorphismes f de lasse Ck de M , muni de la
topologie Ck. (C'est un espae métrique omplet, don un espae de Baire.)
Per(f),Ω(f),R(f) représentent l'ensemble des points périodiques, l'ensemble non-errant et l'en-
semble réurrent par haînes du diéomorphisme f de M .
W s(x), pW s(x) sont les ensembles stable et stable par haînes du point x.
x ≺ y et x ⊣ y sont des relations dynamiques introduites au hapitre 1.
Les mesures d'un espae ompat métrique X seront toujours des mesures boréliennes. Leur
ensemble est muni de la topologie faible (rendant ontinues les évaluations sur les fontions
ontinues X → R).
T et C désignent l'ensemble des diéomorphismes d'une variété ayant une tangene homoline
ou un yle hétérodimensionnel.
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Chapitre 1
Déomposition de la dynamique
Ce hapitre introduit les notations et les dénitions que nous utiliserons dans la suite du
texte. Nous nous plaçons sur une variété diérentiable ompate sans bord M de dimension d.
Nous présentons tout d'abord des notions de réurrene qui permettent d'analyser les systè-
mes dynamiques topologiques : la réurrene au sens des pseudo-orbites donne lieu au théorème
fondamental de la dynamique de Conley. Nous travaillons ensuite ave des difféomorphismes et
nous rappelons la notion d'ensemble hyperbolique. Nous renvoyons à [43, 163, 108, 190, 69℄ pour
des exposés détaillés des propriétés des dynamiques hyperboliques (stabilité, pistage,...) Nous
dénissons nalement e qui sera pour nous un diéomorphisme hyperbolique.
1.1 Réurrene : transitivité faible, transitivité par haînes
Soit f un diéomorphisme d'une variété diérentiable ompate sans bord M munie d'une mé-
trique riemannienne
1
.
Ensembles faiblement transitifs. Un ompat invariant K est transitif si pour tous ouverts
U, V ⊂M renontrant K, il existe z ∈ U ∩K ayant un itéré positif fn(z), n ≥ 1, dans V .
Plus généralement, K est faiblement transitif si, pour tous ouverts U, V ⊂M renontrant K
et tout voisinage W de K, la propriété suivante est satisfaite.
(≺) Il existe un segment d'orbite {z, f(z), . . . , fn(z)} ⊂W tel que z ∈ U et fn(z) ∈ V .
Si K ⊂M est un ensemble fermé, nous noterons x ≺K y si pour tous voisinages U de x, V de y
et W de K, la propriété (≺) a lieu. Nous érirons x ≺ y pour x ≺M y. Ces relations sont fermées
mais ne sont en général pas transitives.
L'ensemble non-errant, Ω(f), est l'ensemble des points deM dont tout voisinage U intersete
l'un de ses itérés fn(U), n ≥ 1, 'est-à-dire l'ensemble des points x satisfaisant x ≺ x. C'est un
fermé invariant qui ontient les ensembles faiblement transitifs. En partiulier, il ontient tous
les points périodiques de f . Remarquons que la dynamique induite par f sur Ω(f) peut avoir
des points errants.
1
Jusqu'en setion 1.4, il surait de onsidérer un homéomorphisme d'un espae métrique ompat.
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Ensembles transitifs par haînes. Nous introduisons une notion de réurrene plus grossière
mais qui n'a pas les défauts de la préédente.
Soit ε > 0. Les ε-pseudo-orbites de f sont les suites (xn)n∈I de M telles que la distane
d(f(xn), xn+1) est stritement inférieure à ε pour tout n ∈ Z tel que n, n+1 appartiennent à I.
Un ensemble K ⊂M est transitif par haînes si pour tous x, y ∈ K et tout ε > 0 la propriété
suivante a lieu.
(⊣) Il existe une ε-pseudo-orbite {x0, . . . , xn} ⊂ K telle que n ≥ 1, x0 = x et xn = y.
Si K ⊂ M est un ensemble fermé, nous noterons x ⊣K y si la propriété (⊣) a lieu. Nous
érirons x ⊣ y pour x ⊣M y. Ces relations sont fermées et transitives. De plus x ≺K y implique
x ⊣K y. Par onséquent les ensembles faiblement transitifs sont aussi transitifs par haînes.
On peut étendre la relation ⊣ aux ensembles transitifs par haînes : on a K ⊣ K ′ s'il existe
x ∈ K et x′ ∈ K ′ tels que x ⊣ x′.
Un point est réurrent par haînes si, pour tout ε > 0, il appartient à une ε-pseudo-orbite
périodique, 'est à dire si x ⊣ x. L'ensemble réurrent par haînes R(f) est l'ensemble des
points réurrents par haînes. C'est un don fermé invariant, ontenant l'ensemble non-errant.
En restrition à R(f), la dynamique de f ne possède que des points réurrents par haînes.
Les lasses de réurrene par haînes sont les lasses d'équivalene de la relation symétrisée
x ⊣ y et y ⊣ x. Elles sont fermées et elles oïnident ave les ensembles transitifs par haînes
maximaux. L'ensemble réurrent par haînes est naturellement partitionné par les lasses de
réurrene par haînes, par onséquent l'ensemble réurrent par haînes oïnide ave l'union des
ensembles transitifs par haînes.
1.2 Théorème fondamental de la dynamique, ltrations
Conley a démontré e résultat très général (voir [47, 158℄).
Théorème 1.1 (Conley). Soit f un homéomorphisme d'un espae ompat métrique M . Il existe
une fontion ontinue h : M → R ayant les propriétés suivantes :
 h déroît le long des orbites de f et déroît stritement le long des orbites de f ontenues
dans M \ R(f) ;
 l'image de R(f) par h est totalement disontinue ;
 h prend des valeurs distintes sur des lasses de réurrene par haînes distintes.
Un ouvert U de M est attratif si f(U) est ontenu dans U . Une fontion de Lyapunov2 h
donnée par le théorème de Conley permet de montrer de nouvelles propriétés.
 Pour tout point x 6∈ R(f), il existe un ouvert attratif U tel que x appartient à U \ f(U) :
l'ensemble réurrent par haînes est don la notion de réurrene raisonnable la plus faible.
 Pour tout ensemble ni S de lasses de réurrene par haînes, il existe une suite emboîtée
d'ouverts attratifs M = U0 ⊃ U1 ⊃ U2 ⊃ · · · ⊃ Uk = ∅, tels que Ui \ Ui+1 ontienne un
élément de S et un seul pour haque entier 0 ≤ i < k.
Une suite emboîtée d'ouverts attratifs est appelée ltration de f .
2
Nous renvoyons à [19℄ pour une disussion plus détaillée des déomposition de la dynamique par fontions de
Lyapunov.
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1.3 Ensemble stable par haînes, quasi-attrateurs
L'ensemble stable d'un point x ∈M est l'ensemble
W s(x) :=
{
y ∈M, d(fn(x), fn(y)) −→
n→+∞
0
}
.
Par analogie, on introduit l'ensemble stable par haînes d'un point x ∈ R(f) ou d'une lasse
de réurrene par haînes de f : 'est l'ensemble des points y ∈ M tels que pour tout ε > 0
il existe des ε-pseudo-orbite (y0, . . . , yn) et (x0, . . . , xn) telles que y0 = y, x0 = x et xn = yn.
On le note pW s(x). (Le p signie au sens des pseudo-orbites). On dénit symétriquement
l'ensemble instable W u(x) et l'ensemble instable par haînes pW u(x).
Les lasses de réurrene par haînes sont partiellement ordonnées par la relation ⊣. Un
quasi-attrateur (on parle aussi parfois d'attrateur faible) est une lasse de réurrene par
haînes qui est minimale pour l'ordre ⊣, ou de façon équivalente qui oïnide ave son ensemble
instable par haînes. Il existe toujours au moins un quasi-attrateur (e qui n'est pas le as des
attrateurs).
Si K est une lasse de réurrene par haînes, pour tout ε > 0, l'ensemble des points que
l'on peut atteindre depuis K par ε-pseudo-orbites est un voisinage attratif de K. Cei montre
la proposition suivante.
Proposition 1.2. Une lasse de réurrene par haînes est un quasi-attrateur si et seulement
si elle possède une base de voisinages ouverts attratifs.
Ces notions sont prohes de la stabilité au sens de Lyapunov. On dit qu'un ensemble invariant
K est stable au sens de Lyapunov s'il admet une base de voisinages U positivement invariants,
i.e. satisfaisant f(U) ⊂ U . Un quasi-attrateur est une lasse de réurrene par haînes stable au
sens de Lyapunov, mais la réiproque est fausse en général.
1.4 Hyperboliité
Un ensemble K invariant par f est hyperbolique s'il existe une déomposition TKM = E
s⊕Eu
du bré tangent au-dessus de K en deux sous-brés linéaires invariants par l'appliation tangente
Df et un entier N ≥ 1 tels que pour tout x ∈ K on a3
‖Dxf
N
|Es(x)‖ ≤
1
e
et ‖Dxf
−N
|Eu(x)‖ ≤
1
e
. (1.4.1)
La dimension du bré stable est appelée indie de K.4
Plus généralement, un ensemble ompat invariant est dit hyperbolique (à indie variable) s'il
admet une partition en ensembles hyperboliques.
L'ensemble stable W s(x) (resp. instable W u(x)) d'un point x appartenant à un ensemble
hyperbolique est une sous-variété injetivement immergée de M , tangente à Es(x) (resp. Eu(x)).
Une orbite périodique hyperbolique est un puits (resp. une soure ) si son ensemble stable
(resp. instable) ontient un voisinage de l'orbite. Dans les autre as, on dit que l'orbite périodique
hyperbolique est une selle.
3
Nous pouvons bien sûr remplaer e par n'importe quelle onstante stritement supérieure à 1, mais nous
avons fait e hoix par ohérene ave la dénition de l'exposant de Lyapunov (setion 5.5).
4
Certains auteurs appellent au ontraire indie la dimension du bré instable.
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1.5 Classes homolines
Deux orbites périodiques hyperboliques O1, O2 sont dites homoliniquement reliées
5
si la
variété stable de Oi oupe transversalement la variété instable de Oj pour (i, j) = (1, 2) et
(i, j) = (2, 1). En partiulier, leur indies oïnident.
La lasse homoline H(O) d'une orbite périodique hyperbolique est l'adhérene de l'ensemble
des points d'intersetion transverse entre les variétés stables et instables de O. En utilisant le
lemme d'inlinaison (le λ-lemma, voir [108, proposition 2.5℄) et le théorème homoline de Smale
(voir [108, théorème 2.3℄), Newhouse a montré [105℄ que 'est aussi l'adhérene de l'ensemble des
orbites périodiques hyperboliques homoliniquement reliées à O. La lasse homoline H(O) est
dite triviale lorsqu'elle est réduite à O.
Remarquons que les lasses homolines de deux orbites périodiques hyperboliques distintes
peuvent s'interseter sans oïnider. Chaque lasse homoline H(O) est un ensemble ompat
invariant transitif. Plus préisément, il existe toujours au moins une mesure de probabilité inva-
riante ergodique dont le support oïnide ave H(O) (voir [4, théorème 3.1℄).
1.6 Diéomorphismes hyperboliques
Un diéomorphisme satisfait l'axiome A si l'ensemble non-errant Ω(f) est hyperbolique et
oinide ave l'adhérene Per(f) des points périodiques de f . D'après, le théorème de déompo-
sition spetrale de Smale, il existe une déomposition disjointe
Ω(f) = K1 ∪ · · · ∪Ks
en ensembles hyperboliques ompats transitifs loalement maximaux
6
, appelés ensembles basi-
ques de f . Chaque ensembleKi est une lasse homoline et réiproquement toute lasse homoline
de f est un ensemble basique.
Un diéomorphisme qui satisfait l'axiome A possède un yle s'il existe une suite d'ensembles
basiques Ki1 , . . . ,Kir tels que W
u(Kij ) et W
s(Kiℓ) se renontrent hors de Ω(f) lorsque j ∈
{1, . . . , r− 1}, ℓ = j +1 et lorsque (j, ℓ) = (r, 1). Lorsque f n'a pas de yle, Ω(f) = R(f) et les
ensembles basiques sont aussi les lasses de réurrene par haînes de f .
Réiproquement, on montre failement à l'aide du lemme de pistage qu'un diéomorphisme
dont l'ensemble réurrent par haînes est hyperbolique vérie l'axiome A et n'a pas de yle.
Cei justie la dénition suivante.
7
Dénition 1.3. Un diéomorphisme f ∈ Diff1(M) est hyperbolique si R(f) est hyperbolique,
ou de façon équivalente s'il satisfait l'axiome A et n'a pas de yle.
Puisque l'ensemble réurrent par haînes varie semi-ontinûment supérieurement ave f , les
diéomorphismes hyperboliques forment une partie ouverte de Diff1(M).
Exemples 1.4. 1. Un diéomorphisme hyperbolique pour lequel R(f) oïnide ave M est un
difféomorphisme d'Anosov. C'est le as du diéomorphisme du tore T1 = R2/Z2 induit par
l'ation de l'automorphisme linéaire
(
2 1
1 1
)
.
5
On devrait dire transversalement homoliniquement reliées.
6Ki est loalement maximal s'il possède un voisinage U tel que Ki = ∩n∈Zf
n(U).
7
Cette dénition n'est pas standard. On lit en général diéomorphisme axiome A sans yle.
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2. Le temps 1 du ot assoié au hamp de gradient d'une fontion de Morse h : M → R est
un diéomorphisme hyperbolique : les ensembles basiques sont les points ritiques de h.
Lorsque toutes les valeurs ritiques de h sont simples, −h est une fontion de Lyapunov au
sens du théorème 1.1 de Conley. La gure 1.1 montre une ltration assoiée.
Fig. 1.1  Filtration pour le temps 1 du ot assoié au gradient d'une fontion de Morse.
Smale a donné [166℄ une généralisation de l'exemple préédent.
Dénition 1.5. Un diéomorphisme f ∈ Diff1(M) est Morse-Smale si R(f) est ni, hyperbo-
lique et si pour tous points x, y ∈ R(f), l'intersetion W s(x) ∩W u(y) est transverse : pour tout
point z dans l'intersetion, TzM = TzW
s(x) + TzW
u(y).
L'ensemble des diéomorphismes Morse-Smale est ouvert [122℄.
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Chapitre 2
Tehniques de perturbations, génériité
An d'obtenir des propriétés satisfaites par des ensembles denses de diéomorphismes, il est
naturel de s'intéresser aux propriétés des diéomorphismes génériques. La diulté pour montrer
qu'une propriété est générique reste bien souvent la densité : elle requiert de savoir perturber
dans Diff1(M).
Nous introduisons dans e hapitre une tehnique de perturbation d'orbites en topologie C1,
due à Pugh. Elle permet d'obtenir par un argument ombinatoire (que nous pensons plus simple
que l'argument initial de Pugh [136, 143℄) le lemme de fermeture de Pugh (le losing lemma).
Elle permet également d'obtenir les autres résultats de onnexion d'orbites, en partiulier le
lemme de onnexion d'Hayashi (le onneting lemma) présenté en n de hapitre.
Le lemme de fermeture est partiulièrement important puisqu'il assure l'existene d'orbites
périodiques pour les diéomorphismes C1-génériques : un grand nombre de propriétés dyna-
miques s'énonent ou se démontrent en s'appuyant sur les orbites périodiques.
2.1 Notions de génériité, de robustesse
Un ensemble de diéomorphismes est Cr-générique, pour r ≥ 0, s'il ontient un Gδ dense de
Diffr(M). Une propriété est Cr-générique si elle est satisfaite par un ensemble Cr-générique.
Puisque Diffr(M) est un espae de Baire, une intersetion dénombrable de parties Cr-
génériques est enore Cr-générique.
Un diéomorphisme f ∈ Diffr(M) vérie une propriété de façon robuste si ette propriété
est satisfaite par tous les diéomorphismes prohes de f .
2.2 Mise en transversalité : diéomorphismes de Kupka-Smale
L'une des premières propriétés de génériité a été montrée par Kupka et Smale [83, 168℄.
En appliquant le théorème de transversalité de Thom (disponible en régularité Ck, k ≥ 1), on
peut perturber tout diéomorphisme pour supprimer les points xes non hyperboliques. Plus
généralement, on obtient le théorème suivant (voir [119℄).
Théorème 2.1 (Kupka-Smale). Chaque espae Diffk(M), ≥ 1 ontient un Gδ dense formé de
diéomorphismes vériant les deux propriétés suivantes.
 Toutes les orbites périodiques de f sont hyperboliques.
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 Pour tous points périodiques p, q de f , les variétés stables W s(p) et instables W u(q) sont
transverses, i.e. TxW
s(p) + TxW
u(q) = TxM pour tout x ∈W
s(p) ∩W u(q).
Un diéomorphisme vériant es deux propriétés est appelé diéomorphisme Kupka-Smale.
En partiulier pour tout N ≥ 1, l'ensemble de ses points périodiques de période inférieure à N
est ni.
2.3 Perturbation pontuelle de la différentielle : le lemme de
Franks
Voii un résultat élémentaire, souvent utilisé pour modier la différentielle d'un difféomor-
phisme le long d'une orbite périodique, sans hanger l'orbite.
Théorème 2.2 (Lemme de Franks [57℄). Pour tout voisinage U de f ∈ Diff1(M), il existe ε > 0
ave la propriété suivante.
Pour tout point p ∈M et toute appliation linéaire A : TpM → Tf(p)M telle que ‖Dpf−A‖ ≤
ε, il existe un diéomorphisme g ∈ U tel que :
 f et g oïnident en p et hors d'un voisinage arbitrairement petit de p ;
 Dpg = A.
Ce résultat permet de rendre hyperbolique une orbite périodique par petite perturbation C1.
Ave le même argument, on peut aussi linéariser un diéomorphisme au voisinage d'un point,
'est-à-dire xer une métrique riemannienne et demander que g oïnide au voisinage de p ave
l'appliation expf(p) ◦A ◦ exp
−1
p . Ce résultat est bien sûr propre à la topologie C
1
.
2.4 Modiation élémentaire d'une orbite
On souhaite fréquemment modier une orbite d'un diéomorphisme f . Dans les as les plus
simples, on onsidère deux points prohes x, y ∈M , et l'on herhe un diéomorphisme g prohe
de f pour lequel l'image de x n'est plus f(x) mais f(y). On ontrle la taille du support à l'aide
du lemme élémentaire suivant (voir [14℄).
Lemme 2.3 (Perturbation élémentaire). Pour tout voisinage U d'un diéomorphisme f ∈
Diff1(M), il existe θ > 1 et r0 > 0 vériant la propriété suivante : pour tous points x, y ∈ M ,
ontenus dans une boule B(z, r) de raynon r < r0, il existe g ∈ U envoyant x sur f(y) et
oinidant ave f hors de la boule B(z, θ.r).
Pourquoi travailler en topologie C1 ? Une telle perturbation s'obtiendrait très failement en to-
pologie C0 ave un support loalisé autour d'un hemin quelonque joignant x à y. Les régularités
supérieures font apparaître des ontraintes sur la taille du support de perturbation.
En topologie C1, si l'on herhe une perturbation g de l'identité vériant g(x) = y et ‖Dg −
Id ‖ ≤ ε, pour tout point z = g(z) on obtient :
‖y − x‖ = ‖(g(x) − x)− (g(z) − z)‖ ≤ ε.‖x− z‖.
Le support de la perturbation ontient don une boule de rayon ε−1.d(x, y). Le lemme 2.3 nous
montre en revanhe que la taille du support ne dégénère pas aux petites éhelles : l'uniformité
de θ par rapport au ouple (x, y) sera essentielle pour les utilisations futures.
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En topologie supérieure, on perd ette uniformité. Cei explique pourquoi les démonstrations
des énonés perturbatifs que nous présentons dans les setions suivantes sont spéiques à la
topologie C1, ainsi que les diultés que l'on a à perturber en régularité Ck, k ≥ 2.
Quelle est la diulté à travailler en topologie C1 ? La onstante θ dans le lemme 2.3 explose
lorsque le voisinage U déroît. Cei onstitue la prinipale diulté des perturbations en topologie
C1. Si l'on suppose par exemple que x est un itéré futur de y, on peut espérer utiliser le lemme 2.3
pour fermer l'orbite de x. Cette idée simple ne fontionne pas en général puisque le support risque
de ontenir un itéré futur de y antérieur à x et la perturbation risque de briser la onnexion entre
y et x. On voit ainsi l'intérêt de travailler ave des perturbation de support aussi petit que
possible.
2.5 Modiation progressive d'une orbite : le lemme de Pugh
Pugh a élaboré une tehnique de perturbation en topologie C1 qui permet de supposer la
onstante θ du lemme 2.3 petite, quelle que soit la taille des perturbations. L'idée est de répartir
la perturbation dans le temps : le diéomorphisme f peut être perturbé suessivement dans
des domaines U, f(U), . . . , fN−1(U) disjoints. Puisque l'on travaille désormais ave de grands
itérés de la dynamique, le domaine U supportant la perturbation subit une déformation et e
sont maintenant des ellipsoïdes qui jouent le rle des boules apparaissant au lemme 2.3. Il sera
plus ommode par la suite de travailler ave des parallélépipèdes. On introduit don la dénition
suivante.
Dénition 2.4. Si ϕ : V → Rd est une arte de M , nous appelons ube de ϕ tout ensemble
C ⊂ V tel que ϕ(C) soit l'image d'un ube [−a, a]d par une translation de Rd ; la quantité a > 0
est le rayon du ube. Si le ube homothétique à ϕ(C) de rayon (1 + ε).a et de même entre est
enore ontenu dans ϕ(C), nous noterons (1 + ε).C sa pré-image par ϕ.
Voii l'énoné fondamental permettant les modiations d'orbites en topologie C1.
Théorème 2.5 (Lemme de perturbation, Pugh). Pour tout voisinage U de f ∈ Diff1(M) et
tous ε, η > 0, il existe un entier N ≥ 1 et, en tout point p ∈ M , une arte ϕ : V → Rd ave la
propriété suivante.
Pour tout ube (1 + ε).C de ϕ, disjoint de ses N − 1-premiers itérés, et tous points x, y ∈ C,
il existe g ∈ U vériant :
 gN (x) = fN(y) ;
 g oïnide ave f hors de l'union des fk((1 + ε).C) ave 0 ≤ k < N ;
 pour tout 0 < k < N , le point gk(x) appartient à fk((1 + ε2).C) ;
 g et f oïnident sur fk((1 + ε).C) pour 0 ≤ k < N hors d'une boule entrée en gk(x)
et de rayon inférieur à η fois la distane entre fk((1 + ε2 ).C) et le omplémentaire de
fk((1 + ε).C).
Remarque 2.6. La perturbation g de f est obtenue en omposant des perturbations élémentaires
(au sens du lemme 2.3) entrée aux diérents points gk(x), k = 0, . . . , N − 1.
C'est essentiellement et énoné que l'on retrouve dans les diérents travaux traitant du
lemme de fermeture de Pugh (voir [136, 138, 86, 91, 143℄). La version que nous donnons ii
est légèrement plus uniforme (en partiulier N ne dépend pas du point p) et orrespond à
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[23, théorème A.2℄ (voir aussi [181℄). Pour la démonstration, il sut de travailler ave la suite
d'appliations linéaires Dpf
k : TpM → Tfk(p)M , k ≥ 0. En eet, le support de la arte ϕ est
hoisi très petit de sorte que les premiers itérés de f sur V sont prohes d'une suite d'appliations
linéaires. La preuve initiale de Pugh a été simpliée par Mai [92℄ (voir aussi [14℄). Nous renvoyons
à [185℄ pour une démonstration digeste de e théorème.
2.6 Fermeture d'orbites : le losing lemma
Nous pouvons déduire du théorème 2.5 le élèbre losing lemma de Pugh.
Théorème 2.7 (Lemme de fermeture, Pugh). Pour tout voisinage U de f ∈ Diff1(M) et tout
p ∈ Ω(f), il existe g ∈ U pour lequel p est un point périodique.
À notre onnaissane, il n'y a pas dans la littérature de démonstration direte du théorème
de Pugh à l'aide du lemme de perturbation (par exemple, la démonstration de [143℄ requiert de
modier la géométrie des ubes de perturbation). Nous en proposons une, de nature ombinatoire.
Démonstration. Fixons ε > 0 tel que (1 + ε)L ≤ 32 , L = 3
d
, où d est la dimension de la variété.
La onstante η ne jouera pas de rle et sera prise égale à 12 . Considérons un entier N ≥ 1 et une
arte ϕ : V → Rd au voisinage de p, donnés par le théorème 2.5 appliqué à un voisinage U0 de f
plus petit que U . Nous pouvons supposer que p n'est pas périodique et don que V est disjoint
de ses N − 1 premiers itérés.
Puisque p est non-errant, il existe deux points x0, y0 prohes de p tels que x0 soit un itéré futur
de y0. Nous onsidérons deux ubes Cˆ0 et C0 =
1
2 .Cˆ0 de ϕ tels que C0 ontienne x0 et y0. Soit
P l'ensemble (ni) des itérés intermédiaires entre x0 et y0 ontenus dans V . Nous onstruisons
 des paires (xk, yk) de points de P tels que xk est un itéré futur de yk,
 des ubes Cˆk de ϕ tels que le ube Ck =
1
2 .Cˆk ontienne xk et yk,
de sorte que Cˆk soit ontenu dans Cˆk−1 et de rayon moitié.
La onstrution se fait par réurrene (voir la gure 2.1). Puisque P est ni, elle s'arrête en
temps ni. Nous allons voir que l'arrêt orrespond à l'existene de points x, y ∈ Cˆ0 ∩ P et d'un
3
2
Ck
Ck
Ck+1
Fig. 2.1  Constrution des ubes Ck.
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ube Cˆ de ϕ tels que :
1. x = f t(y) pour un entier t ≥ 1 ;
2. x, y appartiennent à C = 12 .Cˆ ;
3. les itérés intermédiaires f s(y), 0 < s < t n'appartiennent pas à (1 + ε).C.
Le théorème 2.5 permet alors de trouver un diéomorphisme g0 ∈ U0 tel que x est périodique.
Puisque x est arbitrairement prohe de p, il existe g ∈ U onjugué à g0 tel que p est périodique.
Il reste à expliquer omment onstruire (xk+1, yk+1, Cˆk+1) à partir de (xk, yk, Cˆk). Le triplet
T (0) = (xk, yk, Cˆk) vérie les propriétés 1 et 2. S'il ne vérie pas 3, il existe un itéré z(1)
intermédiaire entre xk et yk qui appartient à (1 + ε).Ck. Le triplet T (1) = (xk, z(1), (1 + ε).Cˆk)
vérie alors les propriétés 1 et 2. On peut répéter la onstrution tant que l'on ne parvient pas à
satisfaire aux trois propriétés. On obtient ainsi une suite de triplets T (j) = (xk, z(j), (1+ε)
j .Cˆk)
pour 0 ≤ j ≤ L. Puisque (1 + ε)L ≤ 32 , les points z(j) appartiennent tous à
3
2 .Ck. Le ube
3
2Ck
est réunion de 3d ubes de rayon moitié du rayon de Ck. Puisque L = 3
d
, il existe don deux
points z(j) et z(j′) qui sont ontenus dans un même de es ubes, noté Ck+1. Nous notons xk+1
et yk+1 es points et posons Cˆk+1 = 2Ck+1.
2.7 Exemple de démonstration de génériité : le théorème de den-
sité de Pugh
Nous montrons à présent omment déduire un résultat de génériité (ii le théorème de densité
de Pugh [137℄) d'un énoné perturbatif.
Corollaire 2.8 (Pugh). Il existe un Gδ dense G de Diff
1(M) tel que l'ensemble des points
périodiques de tout diéomorphisme f ∈ G est dense dans l'ensemble non-errant Ω(f).
La démonstration utilise la propriété lassique suivante des espaes de Baire (voir [84℄).
Proposition 2.9. Soit B un espae de Baire, X un espae ompat métrique et h : B → K(X)
une appliation semi-ontinue inférieurement ou semi-ontinue supérieurement, à valeur dans
l'espae des sous-ensembles ompats de X, muni de la topologie de Hausdor. Alors, l'ensemble
des points de ontinuité de h ontient un Gδ dense de B.
En d'autres termes,
 si pour tout ouvert U de X, l'ensemble {b ∈ B, h(b) ∩ U 6= ∅} est ouvert, alors pour tout
b0 dans un Gδ dense de B et pour tout voisinage U de h(b0), l'ensemble {b ∈ B, h(b) ⊂ U}
est un voisinage de b0 ;
 si pour tout ouvert U de X, l'ensemble {b ∈ B, h(b) ⊂ U} est ouvert, alors pour tout b0
dans un Gδ dense de B et pour tout voisinage U de h(b0), l'ensemble {b ∈ B, h(b)∩U 6= ∅}
est un voisinage de b0.
Démonstration du orollaire 2.8. Soit G0 ⊂ Diff
1(M) un Gδ dense de diéomorphismes dont les
points périodiques sont tous hyperboliques (donné par le théorème 2.1 de Kupka-Smale). C'est un
espae de Baire. Soit P : Diff1(M) → K(M) l'appliation qui assoie à tout diéomorphisme f
l'adhérene Per(f) de ses points périodiques. Chaque point périodique possède une ontinuation
hyperbolique et par onséquent P est semi-ontinue inférieurement. D'après la proposition 2.9 et
le théorème de Baire, l'ensemble de ses points de ontinuité ontient un Gδ dense G de Diff
1(M).
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Pour f ∈ G nous devons montrer que P (f) et Ω(f) oïnident. Nous avons bien sûr l'inlusion
P (f) ⊂ Ω(f). Considérons un point x ∈ Ω(f) et un voisinage ouvert U de P (f). Le lemme de
fermeture donne l'existene d'un diéomorphisme g0 ∈ Diff
1(M) prohe de f tel que x est
périodique. Par perturbation (donnée par le lemme de Franks, théorème 2.2), on peut supposer
que x est hyperbolique ; l'orbite de x peut don être suivie par perturbation, il existe don g ∈ G0
prohe de g0 et de f ayant un point périodique arbitrairement prohe de x. Puisque P (g) ⊂ U ,
on en déduit que x appartient à U . Le voisinage U étant arbitraire, ei permet de onlure
x ∈ P (f). Par onséquent Ω(f) = P (f).
2.8 Connexions d'orbites : le onneting lemma
Considérons deux points périodiques hyperboliques p, q et supposons que la variété instable
de p et la variété stable de q aient un point d'aumulation ommun z. Peut-on par perturbation
C1 réer une orbite hétéroline entre p et q ? Cette question se pose naturellement lorsque l'on
herhe à aratériser les diéomorphismes struturellement ou Ω-stables (voir [73℄) et a été
ontournée dans e adre par Mañé [98℄. Lorsque z n'est pas périodique, la réponse a nalement
été apportée par Hayashi [71℄ trente ans après la démonstration du lemme de fermeture.
Théorème 2.10 (Lemme de onnexion, Hayashi). Soit U un voisinage de f ∈ Diff1(M) et p, q, z
trois points tels que :
 les ensembles d'aumulation des orbites future de p et passée de q ontiennent z ;
 le point z n'est pas périodique.
Il existe alors g ∈ U tel que q est un itéré futur de p.
Ce résultat est également démontré dans [15, 186℄. Il y a eu de nombreuses onséquenes, voir
par exemple [29, 15, 72, 45, 100, 16, 60℄ et la setion 3.3. L'hypothèse que z n'est pas périodique
sert dans la démonstration à plaer en z un ube perturbatif (fourni par le théorème 2.5) disjoint
d'un grand nombre d'itérés.
Pourquoi est-il plus diile de onneter que de fermer ? Les lemmes de fermeture et de
onnexion semblent prohes. Si l'on reprend la démonstration du lemme de fermeture, on plae
en z une arte ϕ fournie par le théorème 2.5 et dont le support est disjoint de N − 1 premiers
itérés. On onsidère un itéré futur p′ = fn(p)(p) de p et un itéré passé q′ = f−n(q)(q) de q,
prohes de z. Comme pour le lemme de fermeture, nous ne pouvons pas diretement perturber
et onstruire un diéomorphisme g tel que gN (p′) = fN (q′), puisqu'une telle perturbation risque
de briser les segments d'orbites entre p et p′ et entre fN (q′) et q : nous ne serions pas ertains
que q soit sur l'orbite positive de p.
Fixons un voisinage V de z disjoint de ses N − 1 premiers itérés. L'idée naturelle serait de
trouver omme dans l'argument ombinatoire de la setion 2.6, deux itérés intermédiaires x entre
p et p′ et y entre q′ et q, et un ube C de la arte les ontenant, tels que le ube (1 + ε).C ne
ontiennent pas d'autre itéré de p ou de q. Pour ela, nous devons onsidérer l'ensemble P de
tous les itérés intermédiaires de p et q prohes de z. Une diulté nouvelle apparaît alors : nous
devons séletionner une paire de points de P, mais à la diérene du lemme de fermeture, ette
paire doit ontenir à la fois un itéré de p et un itéré de q. Les points de P ne sont plus tous
interhangeables et l'argument préédent ne fontionne pas.
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La stratégie d'Hayashi. L'argument d'Hayashi onsiste à séletionner plusieurs paires qu'il fau-
dra onneter simultanément : on simplie l'ensemble des retours P en eaçant ertains points.
Si une même orbite possède deux itérés (par exemple deux itérés fn1(p) et fn2(p) de p) qui
seraient trop prohes relativement à leur distane à la seond orbite, nous pouvons dans e as
onsidérer que es deux points sont les mêmes, oublier les itérés intermédiaires entre es deux
points et espérer qu'une petite perturbation permettra de les onneter. En répétant et argu-
ment, on séletionne un grand nombre de paires de retour et nous devons appliquer, pour haune
d'elles, une perturbation donnée par le théorème 2.5. Une diulté est de garantir que toutes
es perturbations ont des supports disjoints.
Plus préisément, notons {p0, p1, . . . , pr} et {q−s, . . . , q0} les itérés de p et de q prohes de z,
i.e. appartenant à l'ensemble P, et lassés par ordre hronologique. On extrait ensuite une sous-
suite de la forme (x0, y0, x1, y1, . . . , xℓ, yℓ) de sorte qu'il existe pour haque i un diéomorphisme
gi = ψi ◦ f qui satisfait g
N
i (xi) = f
N(yi). Le support de ψi est ontenu dans un petit ube Ĉi
prohe de z et dans les N − 1 premiers itérés de Cˆi.
Supposons que :
1. x0 = p0, yℓ = q0,
2. pour tout 0 ≤ i < ℓ, le point xi+1 est le premier retour de l'orbite de yi dans un voisinage
de z.
3. les supports des diérentes perturbations sont deux à deux disjoints.
En omposant l'ensemble des perturbations gi de f , on obtient alors un diéomorphisme g =
ψ0 ◦ · · · ◦ ψN−1 ◦ f ∈ U envoyant p sur q par itérations positives. Après perturbation, le segment
d'orbite entre p et q est plus ourt que la pseudo-orbite initiale (p, f(p), . . . , fn(p)(p) = p′, f(q′) =
f−n(q)+1(q), . . . , f−1(q), q), voir la gure 2.2.
Le plus diile est de hoisir la sous-suite (x0, y0, x1, y1, . . . , xℓ, yℓ). Elle s'obtient après deux
séletions.
Première séletion : les ubes quadrillés Nous pavons tout d'abord un voisinage de z par des
ubes de la arte ϕ, omme illustré en gure 2.3. Le voisinage lui-même est un ube Cˆ0 et le
ube entral C0 =
1
3 .Cˆ0 du pavage ontient z. Nous pouvons supposer que les itérés p
′
et q′ de p
et de q sont ontenus dans C0. Nous notons P l'ensemble des retours furturs de p et passés de q
dans Cˆ0. Le pavage permet de déterminer s'il y a aumulation de points de P dans une région
du ube Cˆ0.
Nous extrayons une première sous-suite (x′0, y
′
0, x
′
1, y
′
1, . . . , x
′
ℓ′ , y
′
ℓ′) de (p0, . . . , pr, q−s, . . . , q0)
satisfaisant les propriétés 1 et 2 i-dessus, de sorte que
 pour tout 0 ≤ i ≤ ℓ′, les points x′i et y
′
i appartiennent à une même tuile Ti du pavage de
Cˆ0,
 haque tuile du pavage ontient au plus une paire (x′i, y
′
i).
Nous avons utilisé ii de façon essentielle que les points p′ et q′ appartiennent à une même tuile
du pavage. La suite extraite est représentée en gure 2.3.
En appliquant le théorème 2.5, on dénit alors une suite de perturbations g′i telles que
(g′i)
N (x′i) = f
N(y′i). Elle ne permet pas de onlure la démonstration : si xi, yi appartiennent à
une tuile T du pavage, le support de la perturbation gi est ontenu dans le ube (1+ε).T et dans
ses N − 1 premiers itérés. S'il existe deux perturbations g′i, g
′
j assoiées à deux tuiles adjaentes,
les supports des perturbations orrespondantes risquent de s'interseter et nous ne pouvons pas
omposer les perturbations.
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p p
P fN(P)
q
Après perturbation.Avant perturbation.
q
p0
p1
p2
p3
q−2
q−1
q0
q−3
P fN(P)
x1
y1
x2
y2
xℓ
yℓ
Fig. 2.2  Combinatoire des perturbations réalisée par le lemme de onnexion.
Seonde séletion : les raouris. Supposons que le support de deux perturbations g′i et g
′
j
dénies i-dessus se hevauhent (remarquons que les supports peuvent être disjoints dans Cˆ0 et
se hevauher dans des itérés fk(Cˆ0) pour ertains 0 ≤ k < N). Cela implique que les points
(x′i, y
′
i) (dans la tuile Ti) et les points (x
′
j , y
′
j) (dans la tuile Tj) ont des images prohes pour un
itéré fk. Nous xons un tel entier k et nous supposerons i < j.
An de résoudre le onit, nous remplaçons les deux perturbations g′i, g
′
j qui envoient res-
petivement x′i sur f
N (y′i) et x
′
j sur f
N(y′j), par une seule perturbation envoyant x
′
i sur f
N(y′j)
(gure 2.4) : il sut pour ela de onserver la perturbation g′i sur les itérés f
ℓ(Cˆ0) pour 0 ≤ ℓ < k,
de onserver la perturbation g′j sur les itérés f
ℓ(Cˆ0) pour k < ℓ < N , et d'utiliser sur f
k(Cˆ0)
une perturbation élémentaire qui envoie g′ki (x
′
i) sur g
′k+1
j (y
′
j). À l'issue de ette onstrution,
on eae les paires de points intermédiaires (x′s, y
′
s) ave s ∈ {i + 1, . . . , j − 1} de la suite
(x′0, y
′
0, x
′
1, y
′
1, . . . , x
′
ℓ′ , y
′
ℓ′), pour obtenir une nouvelle pseudo-orbite qui joint p à q. En d'autres
termes, nous avons réalisé un raouri au sein de la pseudo-orbite obtenue après la première
séletion.
Les supports des perturbations g′i et g
′
j sont ontenus dans des boules de rayon η fois plus
petites que les distanes d(∂Ti, ∂((1 + ε).Ti)) et d(∂Tj , ∂((1 + ε).Tj)) respetivement. En ayant
hoisi ε et η susamment petits, on en déduit que les tuiles Ti et Tj sont adjaentes et que le
support de la nouvelle perturbation reste petit par rapport aux tailles des tuiles Ti, Tj et de leur
N premiers itérés.
Nous poursuivons es modiations tant que subsiste des onits entre perturbations. Re-
marquons qu'à haque fois qu'un onit est levé, nous obtenons une nouvelle perturbation de
support légèrement plus large que le support des perturbations préédentes. Par onséquent le
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x′i
y′i
x′j
y′j
Fig. 2.3  Un ube quadrillé et la première séletion.
x′j
y′i
y′j
x′i
y′j
x′i
Conit.
Nouvelle perturbation.
Fig. 2.4  Un raouri.
support de la nouvelle perturbation peut à son tour renontrer le support d'une troisième per-
turbation g′k. On peut se demander si le nombre de onits suessifs que l'on renontre peut
être arbitrairement grand, de sorte que le support de la perturbation nale devienne bien plus
important que la taille de la tuile initiale Ti.
Ce n'est pas le as : nous ontrlons a priori la taille des perturbations si bien que les onits
qui apparaissent sont toujours assoiés à des tuiles adjaentes à la tuile initiale Ti. Puisque a
géométrie du pavage est uniforme, le nombre de tuiles adjaentes à Ti est borné (par 4
d
) et
partant de la perturbation initiale g′i, il y aura au plus 4
d
onits à résoudre. Si l'on hoisi la
onstante η susamment petite, le support perturbation que l'on obtient après 4d onits reste
petit par rapport à la taille de la tuile Ti, justiant ainsi le ontrle a priori des perturbations
(voir la gure 2.5).
Après traitement des diérents onits, nous obtenons une nouvelle pseudo-orbite, une nou-
velle suite (p0 = x0, y0, x1, y1, . . . , xℓ, yℓ = q0) et une olletion de perturbations (gi) dont les
supports sont deux-à-deux disjoints et telle que pour tout i on ait gNi (xi) = yi.
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Plus auun onit.
Nouveau onit.
y′j
y′k
x′kx
′
i
y′j
x′k
Fig. 2.5  Le nombre de onits est borné.
2.9 Espaes de perturbation
Les perturbations réalisées dans la preuve du lemme de Pugh et des diérents lemmes de
perturbations qui en déoulent sont une suession de perturbations élémentaires données par le
lemme 2.3 et de supports disjoints : nous appelons support d'un diéomorphisme h l'ensemble
des points x ∈ M tels que h(x) 6= x ; le support d'une perturbation g de f est le support du
diéomorphisme h = f ◦ g−1.
Cette remarque permet de travailler en restant dans des sous-espaes S de Diff1(M), pourvu
que les deux propriétés suivantes soit vériées.
 Le lemme 2.3 de perturbation élémentaire s'applique au sein de S.
 Tout diéomorphisme f ∈ S possède une base de voisinages U ⊂ S exibles, i.e. satisfaisant
pour tous diéomorphismes h1, h2 ∈ Diff
1(M) à supports disjoints
f ◦ h1 ∈ U et f ◦ h2 ∈ U =⇒ f ◦ h1 ◦ h2 ∈ U .
En partiulier, le lemme de Pugh reste vrai si l'on travaille ave des diéomorphismes onser-
vatifs (i.e. vériant une forme volume ou sympletique), ou même ave des diéomorphismes de
lasse Cr, r ≥ 1, pourvu que la topologie onsidérée soit la topologie C1.
2.10 Problèmes
Il existe très peu de résultats perturbatifs en lasse Cr, r > 1.
Question 2.11. Existe-t-il un lemme de fermeture en régularité supérieure ?
Des diultés ont été mises en évidene [139, 66, 76, 75, 77℄. Des as partiuliers ont été
traités [140℄, ainsi que le as des ots sur les surfaes [127, 67, 68℄.
On peut se demander quels résultats persistent pour la dynamique des endomorphismes,
i.e. des appliations diérentiables non injetives. Wen a étendu le lemme de fermeture à e
adre [180℄, mais il n'existe pas de lemme de onnexion.
Question 2.12. Existe-t-il un lemme de onnexion pour les endomorphismes ?
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Pour les diéomorphismes, le lemme de onnexion reste valide lorsque z est périodique, si
son orbite est hyperbolique, ou plus généralement s'il n'y a pas de résonane non triviale entre
ses valeurs propres (voir la remarque 3.2 plus bas). Il serait intéressant pour les appliations de
ne plus avoir d'hypothèse sur le point z.
Question 2.13. Le lemme de onnexion reste-t-il vérié lorsque le point z est périodique ?
Hayashi a montré [72℄ un make or break lemma : si l'orbite future de x et l'orbite passée
de y ont un point d'aumulation ommun z, on peut alors perturber la dynamique en topologie
C1 pour disjoindre es ensembles d'aumulation, ou bien pour que y soit un itéré de x.
Terminons e hapitre en remarquant qu'en l'absene de ompaité le lemmes de onnexion
est en général faux [142℄. M.-C. Arnaud a donné une version non ompate [15℄ sous l'hypothèse
additionnelle que l'orbite du point z a des points d'aumulation dans M .
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Chapitre 3
Connexions de pseudo-orbites
Nous présentons le lemme de onnexion pour les pseudo-orbites démontré dans [23, 17℄). La
démonstration néessite de onstruire une setion de la dynamique : on énone pour ela un
théorème d'existene de tours topologiques, qui peut être utile pour d'autres appliations (voir
par exemple le hapitre 11).
3.1 Énoné du lemme de onnexion pour les pseudo-orbites
Rappelons que si K ⊂ M est un ensemble ompat et x, y ∈ K deux points, nous notons
x ⊣K y lorsque pour tout ε > 0 il existe une ε-pseudo-orbite z0 = x, z1, . . . , zn = y ave n ≥ 1 et
ontenue dans K.
Théorème 3.1 (Lemme de onnexion pour les pseudo-orbites, Bonatti-Crovisier ). Soit U un
voisinage d'un diéomorphisme f ∈ Diff1(M) dont les points périodiques sont hyperboliques.
Pour tous points x, y ∈M satisfaisant x ⊣ y, il existe une perturbation g ∈ U de f et n ≥ 1 tels
que gn(x) = y.
Remarques 3.2. 1. Si l'on onsidère un ensemble ompat K tel que x ⊣K y, alors pour tout
voisinage W on peut demander que la perturbation g soit à support dans W .
2. Dans [17℄, nous avons aaibli l'hypothèse sur le diéomorphisme. Il sut de supposer que
pour toute orbite périodique, il n'y a pas de résonane non triviale au sein des valeurs
propres de module 1.
Plus préisément, pour toute orbite périodique, il n'y a pas de valeur propre qui soit raine
de l'unité, les valeurs propres de module 1 sont simples, et il n'y a pas de relation de la
forme
λ0 =
s∏
j=1
λ
kj
j ,
où les kj sont des entiers stritement positifs et les λ0, λ¯0, λ1, λ¯1, . . . , λs, λ¯s sont des valeurs
propres de module 1 toutes distintes.
3.2 Idée de la preuve
On ne peut lairement pas espérer onneter deux points liés par des pseudo-orbites en
eetuant simplement une perturbation loale : nous allons devoir perturber indépendemment
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dans plusieurs régions en utilisant les ubes quadrillés fournis par la démonstration du lemme de
onnexion d'Hayashi. En s'assurant que les supports des diérentes perturbations sont disjoints,
la setion 2.9 garantit que la perturbation nale reste petite.
a) Les domaines de perturbations
Considérons une arte ϕ : V → Rd. Un domaine quadrillé selon les oordonnées de ϕ est la
donnée d'un ouvert U ⊂ V et d'une famille C de ubes de ϕ (appelés tuiles du domaine) tels que
1. les intérieurs des tuiles sont deux à deux disjoints ;
2. l'union des tuiles de C est égale à U ;
3. la géométrie du quadrillage est bornée, i.e.
 le nombre de tuiles est uniformément borné (par 2d) au voisinage de haque point,
 pour toute paire (C,C ′) de tuiles adjaentes, le rapport de leur rayon est uniformément
borné (par 2).
Par une onstrution standard, tout ouvert U ⊂ V peut être quadrillé selon les ordonnées de ϕ
(voir la gure 3.1).
Fig. 3.1  Domaine quadrillé.
Une pseudo-orbite (z0, . . . , zn) est à sauts dans les tuiles du domaine quadrillé (U, C) si pour
tout 0 ≤ i < n les points f(zi), zi+1 oïnident ou appartiennent à une même tuile de C.
Finalement, si l'on xe un voisinage U ⊂ Diff1(M) de f , un domaine quadrillé (U, C) et un
entier N ≥ 1, on dit que (U, C, N) est un domaine de perturbation pour (f,U) si :
1. U est disjoint de ses N − 1 premiers itérés par f ;
2. pour toute pseudo-orbite (z0, . . . , zn) ave z0 ∈ U et zn ∈ f
N (U) à sauts dans les tuiles C,
il existe une perturbation g ∈ U de f à support dans U ∪ f(U)∪ · · · ∪ fN−1(U) et un entier
m ∈ {1, . . . , n} tel que gm(z0) = zn.
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Le lemme de perturbation de Pugh (théorème 2.5) et le lemme de onnexion d'Hayashi
(théorème 2.10) assurent l'existene de domaines de perturbation.
Théorème 3.3 (Existene de domaines de perturbation). Pour tout voisinage U de f , il existe
un entier N ≥ 1 et, en tout point p ∈ M , il existe une arte ϕ : V → Rd tels que pour tout
domaine quadrillé (U, C) selon les oordonnées de V qui est disjoint de ses N −1 premiers itérés,
(U, C, N) est un domaine de perturbation de (f,U).
Le fait que l'entier N ne dépende pas du point p sera ruial dans la suite de la démonstration
du théorème 3.1.
b) Les tours topologiques
An de traiter des pseudo-orbites arbitraires, nous devons être en mesure de onstruire une
olletion de domaines de perturbation deux à deux disjoints qui ouvrent l'espae des orbites
de la dynamique. Le résultat suivant permet de onstruire une telle setion de la dynamique.
Théorème 3.4 (Tours topologiques, Bonatti-Crovisier). Il existe κd > 0 (ne dépendant que de
la dimension d de la variété M) tel que pour tout m ≥ 1 et tout diéomorphisme f ∈ Diff1(M)
n'ayant pas de point périodique non hyperbolique de période inférieure à κd.m, il existe un ouvert
U ⊂M et un ensemble ompat D ⊂ U ayant les propriétés suivantes :
 tout point qui n'est pas périodique de période inférieure à m possède un itéré dans D ;
 les ouverts U, . . . , fm−1(U) sont deux à deux disjoints
On peut hoisir U pour que le diamètre de ses omposantes onnexes soit arbitrairement petit.
La démonstration utilise le lemme de transversalité de Thom et se ramène à un problème
ombinatoire (exprimé en termes de oloriage).
) Lorsqu'il n'y a pas d'orbite périodique de basse période
Le lemme de perturbation de Pugh donne un entier N ≥ 1 et permet de ouvrir la variété
M par une famille nie de artes ϕi : Vi → Rd. Nous supposerons pour simplier que f n'a pas
de point périodique de période inférieure à 3κd.N . Fixons deux points x, y ∈M tels que x ⊣ y.
Considérons un ouvert U disjoint de 3N − 1 itérés et un ensemble ompat D ⊂ U donnés
par le théorème 3.4. Quitte à remplaer U par fN(U) ou par f2N (U), les points x, y n'appar-
tiennent pas à U, f(U), . . . , fN−1(U). Puisque les omposantes de U sont de diamètre petit, nous
pouvons supposer que haune d'entre elles est ontenue dans l'une des artes Vi. Finalement,
nous quadrillons haque omposante de U selon une des artes ϕi et nous onstruisons ainsi :
 une famille U1, . . . , Us de domaines de perturbations tels que f
k(Ui), f
ℓ(Uj) sont disjoints
pour tous 0 ≤ k, ℓ < N et tous i 6= j,
 une famille nie de tuiles T ontenue dans l'union des tuiles des domaines Ui, 1 ≤ i ≤ s,
tels que toute orbite renontre l'une des tuiles de T .
En travaillant plus, on obtient par un argument de ompaité :
 pour haque tuile T ∈ T , un ensemble ompat ∆ ⊂ T ,
 un entier n0 ≥ 1 et une onstante ε0 > 0 tels que toute ε0-pseudo-orbite de longueur n0
renontre l'un des ensembles ∆.
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Considérons une ε-pseudo-orbite x = z˜0, z˜1, . . . , z˜n = y. Si y n'est pas déjà un itéré positif
de x, en prenant ε > 0 susamment petit, nous pouvons supposer que la pseudo-orbite est de
longueur supérieure à n0. Nous pouvons diérer les sauts de la pseudo-orbite (sur des intervalles
de temps inférieurs à n0) et supposer qu'il n'ont lieu qu'aux points appartenant aux ensembles
ompats ∆. Si ε a été hoisi petit, ei assure la propriété suivante.
Lemme 3.5. Il existe une pseudo-orbite x = z0, z1, . . . , zn = y entre x et y à sauts dans les
tuiles des domaines quadrillés U1, . . . , Us.
Il ne reste plus qu'à perturber suessivement dans haque domaine de perturbation pour
supprimer nalement l'ensemble des sauts de la pseudo-orbite et obtenir une segment d'orbite
(en général plus ourt) qui joint x à y.
d) Lorsqu'il y a des points périodiques
En présene de points périodiques de basse période, la tour topologique ne ouvre plus l'en-
semble des orbites. De plus, lorsqu'une orbite s'approhe d'une orbite périodique, le temps de
retour dans la tour peut devenir arbitrairement long.
Dans e as, on utilise à nouveau que les points périodiques sont hyperboliques. Il existe une
version du théorème 3.4 autorisant l'existene de points p{eriodiques hyperboliques de petite
période : il s'applique aux points qui n'appartiennent pas aux variétés invariantes des points
périodiques de petite période. On rajoute de nouveaux domaines de perturbations qui ouvrent
des domaines fondamentaux des ensembles stables et instables des orbites périodiques de basse
période. Le lemme 3.5 est enore vérié, e qui permet de onlure omme dans le as préédent.
3.3 Conséquenes immédiates
Il existe un Gδ dense de Diff
1(M) formé de diéomorphismes pour lesquel les propriétés
suivantes sont vériées.
a) Lieu de réurrene. Les ensembles Per(f), Ω(f) et R(f) oïnident.
Il n'y a don qu'une seule notion de réurrene. Rappelons que le lemme de fermeture de
Pugh permettait déjà de onlure Per(f) = Ω(f).
b) Ordre dynamique. Pour tout ensemble ompat K, les relations ≺K et ⊣K oïnident.
En partiulier, les ensembles faiblement transitifs et les ensembles transitifs par haînes oïn-
ident ; les lasses de réurrene par haînes sont les ensembles faiblement transitifs maximaux.
On en déduit aussi que la relation ≺K est transitive (e qui avait été montré préédemment par
Arnaud [15℄, Gan et Wen [60℄).
) Quasi-attrateurs. L'ensemble des points dont l'ensemble ω-limite (i.e. l'ensemble des va-
leurs d'adhérene de son orbite future) est un quasi-attrateur ontient un Gδ dense de M .
Les quasi-attrateurs sont exatement les lasses de réurrene par haînes stables au sens de
Lyapunov.
Une lasse homoline H(p) est un quasi-attrateur si et seulement elle ontient la variété
instable de p.
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Cei répond à une onjeture de Hurley [80℄ dans le as C1 et améliore des résultats antérieurs
de Arnaud [15℄, Morales et Paio [100℄.
Comme onséquene, une lasse de réurrene par haînes d'intérieur non vide est un quasi-
attrateur à la fois pour f et f−1.
d) Classes homolines et lasses apériodiques. Les lasses de réurrene par haînes
ontenant une orbite périodique sont des lasses homolines.
Si O1, O2 sont deux orbites périodiques telles que O1 ⊣ O2 et si l'indie de O1 est inférieur
ou égal à elui de O2, alors W
u(O1) et W
s(O2) ont un point d'intersetion transverse z :
TzM = TzW
u(O1) + TzW
s(O2).
Les lasses de réurrene par haînes sans orbite périodique sont appelées lasses apériodiques.
On obtient failement d'autres propriétés.
 Toute omposante onnexe de Int(Ω(f)) est entièrement ontenue dans une lasse homo-
line.
 Deux lasses homolines sont toujours disjointes ou onfondues.
 Si deux orbites périodiques O1 et O2 ont même indie et sont ontenus dans une même
lasse de réurrene par haînes, elles sont homoliniquement reliés.
 Si O1 et O2 ont des indies diérents et sont ontenues dans une même lasse de réur-
rene par haînes, il existe une perturbation g ∈ Diff1(M) de f telle que les ontinuations
hyperboliques de O1 et O2 forment un yle hétérodimensionnel : la variété instable de
l'une renontre la variété stable de l'autre (voir la setion 8.2).
Des versions antérieures plus faibles n'utilisant que le lemme de onnexion d'Hayashi avaient
été données par Arnaud [15℄, Bonatti et Díaz [29℄, Carballo, Morales et Paio [45℄, Gan et
Wen [60℄.
e) Classes isolées. Toute lasse de réurrene par haînes isolée dans R(f) est une lasse
homoline H(p). Pour tout diéomorphisme g prohe de f , la lasse de réurrene par haînes
ontenant la ontinuation pg de p est enore isolée.
Si f n'a qu'un nombre ni de lasses de réurrene par haînes, tout diéomorphisme prohe
de f a le même nombre de lasses que f .
La première version de es propriétés avait été donnée par Abdenur [1, 2℄.
3.4 Exemples
Les exemples onnus de dynamiques C1-génériques non hyperboliques ont lieu en dimension
supérieure ou égale à 3. Nous en itons quelques uns.
a) Dynamiques robustement transitives. Il existe des dynamiques non hyperboliques
ayant une unique lasse de réurrene par haînes (voir la setion 5.10).
Théorème 3.6 (Shub [160℄). Il existe un ouvert non vide U ⊂ Diff1(T4) de diéomorphismes
transitifs et non hyperboliques.
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Cet exemple est obtenu en modiant un diéomorphisme d'Anosov. D'autres exemples si-
milaires sur d'autres variété ont été donnés ensuite, voir [93, 41℄ et [35, hapitre 7℄. Une autre
méthode de onstrution, due à Bonatti-Díaz [28℄ onsiste à perturber l'appliation temps 1
d'un ot d'Anosov ou à perturber le produit d'un diéomorphisme d'Anosov et de l'appliation
identité d'une variété ompate.
b) Cyles hétérodimensionnels. L'obstrution à l'hyperboliité dans l'exemple préédent
provient de l'existene (dans une même lasse de réurrene par haînes) de points périodiques
d'indies diérents. De tels exemples existent également pour des dynamiques qui ne sont pas
transitives (voir la setion 7.9).
Théorème 3.7 (Abraham-Smale [10℄, Simon [165℄, Bonatti-Díaz [29℄). Pour toute variété om-
pate M de dimension d ≥ 3, il existe un ouvert non vide U ⊂ Diff1(M) de diéomorphismes non
transitifs et deux familles ontinues de points périodiques hyperboliques (pg)g∈U , (qg)g∈U d'indies
diérents, ayant la même lasse homoline pour tout g ∈ U .
La onstrution exploite le fait que l'ensemble stable d'un ensemble hyperbolique peut onte-
nir des sous-variétés de dimension plus grande que la dimension du bré stable. Le même résultat
peut s'obtenir en utilisant les mélangeurs introduits par Bonatti et Díaz [28, 29℄.
) Phénomène de Newhouse. Newhouse a onstruit [104, 106℄ des exemples de difféomor-
phismes de surfae C2-génériques ayant un omportement pathologique, aujourd'hui appelé phé-
nomène de Newhouse : pour toute surfae, il existe un ouvert non vide U de l'espae des diéo-
morphismes de lasse C2 et un Gδ dense G de U tel que tout diéomorphisme f ∈ G possède une
innité de puits ou de soures. Bonatti et Díaz ont ensuite utilisé les mélangeurs pour obtenir le
même résultat en topologie C1 sur les variétés de dimension supérieure ou égale à 3 (voir aussi
la setion 7.9).
Théorème 3.8 (Bonatti-Díaz [29℄). Pour toute variété ompate M de dimension d ≥ 3, il
existe un ouvert non vide U ⊂ Diff1(M) et un Gδ dense de U formé de diéomorphismes ayant
une innité de puits et de soures.
d) Classes apériodiques. Bonatti et Díaz ont également montré que les lasses apériodiques
peuvent apparaître parmi les diéomorphismes C1-génériques (voir aussi la setion 8.6). Leur
onstrution montre aussi que l'on peut trouver des lasses de réurrene par haînes (des lasse
homolines ainsi que des lasses apériodiques) qui sont aumulées en topologie de Hausdor par
des lasses de réurrene par haînes non triviales (e ne sont pas des orbites périodiques isolées) ;
pour es dynamiques l'ensemble des lasses de réurrene par haînes est non dénombrable.
Théorème 3.9 (Bonatti-Díaz [30℄). Pour toute variété M de dimension supérieure ou égale à
3, il existe un ouvert non vide U ⊂ Diff1(M) et un Gδ dense de U formé de diéomorphismes
ayant un nombre non dénombrable de lasses apériodiques.
e) Absene d'attrateurs. Il est possible de garantir que tous les quasi-attrateurs sont
aumulés par des soures : dans e as, il n'y a pas de lasse de réurrene par haînes qui est
un attrateur.
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Théorème 3.10 (Bonatti-Li-Yang [39℄). Pour toute variété M de dimension supérieure ou égale
à 3, il existe un ouvert non vide U ⊂ Diff1(M) et un Gδ dense de U formé de diéomorphismes
n'ayant pas d'attrateur : il n'y a pas d'ouvert non vide attratif dont l'intersetion des itérés est
une lasse de réurrene par haînes.
3.5 Problèmes
Voii quelques questions formulées pour les dynamiques C1-génériques : nous demandons s'il
existe un Gδ dense de Diff
1(M) sur lequel on peut donner une réponse armative à haune
d'entre elle.
a) Struture des lasses apériodiques. Rappelons que les lasses homolines sont toujours
transitives.
Question 3.11. Les lasses apériodiques sont-elle toujours transitives ?
Les lasses apériodiques dérites par [30℄ sont (voir la setion 8.6) :
 minimales et uniquement ergodiques (e sont des odomètres),
 Lyapunov stables pour f et f−1 (ou dynamiquement isolées), i.e. il existe des voisinages
ouverts arbitrairement petits U, V de la lasse apériodique vériant f(U) ⊂ U et f−1(V ) ⊂
V .
On peut se demander si 'est toujours le as.
b) Cardinalité de l'ensemble des lasses de réurrene par haînes.
Question 3.12. Le nombre de lasses de réurrene par haînes est-il toujours ni ou inni non
dénombrable ?
Les diéomorphismes présentant le phénomène de Newhouse sont souvent des exemples de
dynamiques pour lesquels la ardinalité de l'ensemble des lasses de réurrene par haînes n'est
pas onnue : peut-il exister un diéomorphisme qui présente le phénomène de Newhouse et qui
n'aurait qu'un nombre dénombrable de lasses de réurrene par haînes ?
) Robustesse des lasses isolées. Une lasse de réurrene par haîne isolée dans R(f) est
une lasse homoline H(p). Pour tout diéomorphisme g prohe de f , la lasse de réurrene
par haînes ontenant la ontinuation hyperbolique pg de p est enore isolée et pour tout diéo-
morphisme prohe appartenant à un Gδ dense de Diff
1(M), ette lasse oïnide ave la lasse
homoline H(pg) (voir [2℄). Cette propriété deviendrait robuste si l'on parvenait à remplaer
l'ensemble Gδ par un ensemble ouvert.
Question 3.13. Pour toute lasse homoline H(p) de f isolée dans R(f), existe-t-il un voisinage
U de f tel que H(pg) est enore isolée pour tout diéomorphisme g ∈ U ?
Cei montrerait que les lasse homolines isolées sont des ensembles robustement transitifs
au sens de [33℄.
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d) Classes d'intérieur non vide.
Question 3.14. Si M est onnexe, une lasse de réurrene par haînes d'intérieur non vide
oïnide-t-elle ave M ?
Nous avons montré [5℄ que 'est le as en dimension deux. C'est aussi le as lorsque la lasse
est isolée (voir Abdenur-Bonatti-Díaz [8℄). En dimension supérieure des résultats partiels existent
(voir [8℄, ou les travaux de Potrie et Sambarino [135, 134℄), lorsque la lasse est partiellement
hyperbolique ou admet ertaines déomposition dominées (voir le hapitre 5).
Une lasse de réurrene par haînes d'intérieur non vide est une lasse homoline qui est
stable au sens de Lyapunov pour f et f−1. Les lasses apériodiques étudiées dans [30℄ sont stables
au sens de Lyapunov pour f et f−1. Nous pouvons don étendre la question préédente aux lasse
homolines stables au sens de Lyapunov pour f et f−1 (voir [134℄).
e) Attrateurs. Les exemples [39℄ de dynamiques sans attrateurs possèdent des attrateurs
essentiels : e sont des lasses de réurrene par haînes K ayant un voisinage U tel que l'orbite
positive de tout point ontenu dans un Gδ dense de U s'aumule dans K. De plus, l'union des
bassins des attrateurs essentiels est dense dans la variété.
Question 3.15. Existe-t-il toujours un attrateur essentiel ?
L'union des bassins des attrateurs essentiels ontient-il un Gδ dense de M ? un ensemble de
mesure de Lebesgue totale ?
On peut aussi étudier les attrateurs essentiels. Remarquons que les lasses apériodiques
onstruites dans [30℄ sont des quasi-attrateurs dont le bassin est trivial.
Question 3.16. Une lasse homoline qui est un quasi-attrateur est-elle un attrateur essentiel ?
(ou attire-t-elle un Gδ dense d'un ouvert non vide de M ?)
Un attrateur essentiel est-il toujours une lasse homoline ?
Une réponse armative à la première question répondrait également à la question 3.14. Nous
donnerons des réponses à es questions pour les dynamiques loin des tangenes homolines (se-
tion 9.11) et pour les dynamiques loin des tangenes homolines et des yles hétérodimensionnels
(hapitre 10).
Chapitre 4
Connexions globales
Le lemme de fermeture permet de onstruire des points périodiques dans tout ouvert qui
renontre l'ensemble non-errant, mais il ne donne pas de ontrle sur le support des orbites
périodiques rées. Dans e hapitre, nous répondons à la question suivante.
Étant donnés des ouverts U1, U2, . . . , Un, peut-on perturber la dynamique et obtenir une orbite
périodique qui renontre tous es domaines ?
En s'appuyant sur le lemme de perturbation de Pugh, nous démontrons le lemme de fermeture
ergodique de Mañé : lorsqu'il existe une mesure ergodique µ hargeant haque ouvert, on peut
réer une orbite périodique qui passe au moins une fration de temps prohe de µ(Ui) dans Ui
pour tout i.
Nous présentons également une propriété de pistage faible et donnons de nouvelles démons-
trations de ertains résultats issus de [49℄ : lorsqu'il existe un ensemble transitif par haînes qui
intersete tous les Ui, on peut obtenir une orbite qui visite haun de es ouverts (mais nous ne
ontrlons pas la statistique des visites).
4.1 Approximation des mesures ergodiques par orbites périodi-
ques : l' ergodi losing lemma
Mañé a donné [94, 97℄ une ontrepartie mesurée du lemme de fermeture de Pugh.
Théorème 4.1 (Lemme de fermeture ergodique, Mañé). Soit U un voisinage de f ∈ Diff1(M)
et µ une mesure de probabilité f -invariante. Alors µ-presque tout point x ∈ M a la propriété
suivante. Pour tout δ > 0, il existe g ∈ U et τ ≥ 1 tels que x soit τ -périodique pour g et tels que
pour tout 1 ≤ k ≤ τ , on ait
d(fk(x), gk(x)) ≤ δ.
En xant le point x et en faisant tendre ε vers 0, les orbites périodiques {x, g(x), . . . , gτ−1(x)}
s'équidistribuent omme l'orbite de x sous f : lorsque µ est ergodique, elle onvergent don
faiblement vers µ. Ce résultat est amélioré dans [4, Proposition 6.1℄ par un ontrle des exposants
des mesures périodiques (voir la setion 5.5).
Addendum 4.2 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). On peut demander dans la onlusion du théorè-
me 4.1 que le ième exposant de Lyapunov de x pour g soit ε-prohe du ième exposant de Lyapunov
de µ pour f .
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On en déduit un résultat de génériité (voir [4, théorème 3.8℄).
Corollaire 4.3. Il existe un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) tel que toute mesure de probabilité µ
ergodique pour un diéomorphisme f ∈ G est approhée faiblement par une suite de mesures
invariantes portées par des orbites périodiques On de f . De plus, les orbites On onvergent vers
le support de µ en topologie de Hausdor et le veteur de Lyapunov de On onverge vers le veteur
de Lyapunov de la mesure µ.
Nous donnons i-après une démonstration du lemme de fermeture ergodique à partir du
théorème 2.5 de Pugh. Pour montrer l'addendum 4.2, nous hoisissons un point x qui est régulier
pour µ, i.e. dont l'espae tangent admet une déomposition TxM = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek satisfaisant
le théorème d'Oseledets (voir la setion 5.5). Dans une arte autour de x, la diérentielle Dxg
τ
peut s'érire sous la forme P ◦Dxf
τ
, où P est une isométrie de Rd que l'on peut hoisir dans un
voisinage de l'identité. On prendra P de sorte que pour tous i ≤ j, l'image Dxg
τ .Ei,j de l'espae
Ei,j = Ei⊕ · · · ⊕Ej est dans un ne uniforme autour de Ei,j . Pour une période τ susamment
grande, ei garantit que les exposants de Lyapunov de x pour f et g sont prohes.
Démonstration du lemme de fermeture ergodique (théorème 4.1). Il sut de xer δ >
0 et de montrer que µ-presque tout point x ∈ M satisfait la onlusion du théorème 4.1 pour
ette onstante δ.
Nous pouvons supposer que µ n'est pas supportée par une orbite périodique : µ-presque tout
point p appartient au support de µ et n'est pas périodique. Fixons L ≥ 1 tel que (3/2)L ≥ 2d+1
et ε > 0 pour que (1+ ε)L < 32 et posons η =
1
2 . Le théorème 2.5 pour f
−1
nous donne un entier
N ≥ 1 et une arte ϕ : V → Rd au voisinage de p, telle que ϕ(V ) oïnide ave le ube standard
C0 = (−1, 1)
d
et telle que les N premiers itérés de V par f−1 soient disjoints et de diamètre
inférieur à δ. On note ν = ϕ∗µ. Soit X l'image par ϕ des points x ∈ V qui vérient la onlusion
du théorème. On doit montrer que ν(X) = ν(C0).
Comme avant, les ubes de Rd que nous onsidérons sont des images du ube standard [−1, 1]d
par une homothétie-translation. Un bon ube C est un ube de C0 vériant (1 + ε).C ⊂ C0 et
ν(C) > 23ν((1 + ε).C). Dans e as, il existe un ensemble ayant mesure plus grande que
1
2ν(C)
formé de points x ∈ ϕ−1(C) dont le premier retour f τ (x) dans ϕ−1((1 + ε).C) est ontenu dans
ϕ−1(C). On peut alors appliquer le lemme de perturbation de Pugh (théorème 2.5) au ube
ϕ−1(C) de la arte ϕ pour obtenir un diéomorphisme g ∈ U tel que f et g oïnident le long
de l'orbite {x, . . . , f τ−N (x)} et gτ (x) = x. En partiulier ν(X ∩ C) ≥ 12ν(C).
Supposons par l'absurde que l'ensemble C0 \X soit de mesure non nulle. On xe ℓ ≥ 1 grand
et on onsidère le pavage de C0 par des ubes d'intérieurs deux à deux disjoints et de taille 2
−ℓ
.
Par régularité de la mesure ν, on peut trouver une olletion C de ubes du pavage qui approxime
C0 \X :
 d'une part 2.C ⊂ C0 pour tout C ∈ C ;
 d'autre part l'union Y des ubes C et l'union Yˆ des ubes 2.C pour C ∈ C vérient :
ν(Yˆ ∩X)≪ ν(Y \X). (4.1.1)
Remarquons que l'on peut séparer les ubes de la famille C : il existe une partition de C en
2d familles de ubes tels que pour tous ubes C1, C2 appartenant à une même famille, les ubes
2.C1, 2.C2 sont d'intérieurs disjoint. Pour l'une de es familles, l'union des ubes est de mesure
supérieure à 2−dν(Y ), don quitte à remplaer C par ette famille, (4.1.1) est toujours satisfaite
4.2. APPROXIMATION DES ENSEMBLES TRANSITIFS PAR CHAÎNES 49
et de plus,
Pour tous C1, C2 ∈ C, les ubes 2.C1, 2.C2 sont d'intérieurs disjoints. (4.1.2)
Nous utilisons maintenant le résultat suivant.
Armation. Pour tout ube C ∈ C, il existe un ube C ′ tel que :
i) (1 + ε).C ′ ⊂ 2.C (et en partiulier C ′ ⊂ Yˆ ) ;
ii) C ′ est un bon ube (et don ν(C ′ ∩X) ≥ 12ν(C
′)) ;
iii) ν(C ′) ≥ 2−dν(C).
Démonstration. La preuve se fait par l'absurde : on onstruit par réurrene une suite de ubes
(Cn)n≥1 satisfaisant C1 = C et 2.Cn ⊂ 2.Cn−1, ν(Cn) ≥ 2ν(Cn−1) pour tout n > 1. En par-
tiulier 2.Cn est ontenu dans 2.C et la mesure des ubes Cn est supérieure à ν(C) et roît
exponentiellement ave n. C'est une ontradition.
On onstruit Cn+1 à partir de Cn de la façon suivante : on divise Cn en 2
d
ubes de même
rayon et d'intérieurs deux à deux disjoints. L'un d'eux, noté C ′n, est de mesure supérieure à
2−dν(Cn) ≥ 2
−dν(C). Les ubes (1 + ε)k.C ′n, 0 ≤ k ≤ L, vérient don (iii). Puisque (1 + ε)
L <
3/2, on a 2.(1 + ε)LC ′n ⊂ 2Cn. Les ubes (1 + ε)
k.C ′n, 0 ≤ k ≤ L, vérient don également (i).
Par hypothèse, (ii) n'est don pas satisfaite et on obtient pour tout 0 ≤ k ≤ L,
2/3 ν((1 + ε)k+1C ′n) ≥ ν((1 + ε)
kC ′n).
En posant Cn+1 = (1 + ε)
LCn, ei implique
ν(Cn+1) ≥ (3/2)
Lν(C ′n) ≥ (3/2)
L2−dν(Cn) ≥ 2ν(Cn).
Cei onlut la onstrution de la suite (Cn).
Si l'on applique l'armation à haque ube C ∈ C, on obtient don un ube C ′ ontenu dans
l'intérieur de 2.C. D'après (4.1.2) et (i), les ubes C ′ sont deux à deux disjoints. En partiulier,
leur union Y ′ vérie d'après (ii) et (iii) :
ν(Yˆ ∩X) ≥ ν(Y ′ ∩X) ≥
1
2
ν(Y ′) ≥ 2−(d+1).ν(Y ).
Cei ontredit (4.1.1). La mesure de X est don pleine dans C0. Cei ahève la démonstration
du lemme de fermeture ergodique.
4.2 Approximation des ensembles transitifs par haînes par or-
bites périodiques
Il est naturel de se demander si l'on peut approher un ensemble transitif par haînes K par
une orbite périodique, ou plus simplement par un segment d'orbite.
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Une diulté : les raourissements d'orbites. Si la dynamique est générique, on peut suppo-
ser que K est faiblement transitif. À l'aide du lemme de onnexion, on peut assez failement
onstruire un segment d'orbite σ qui visite trois points quelonques x, y, z ∈ K : puisque K
est faiblement transitif, il sut de onneter en y un segment d'orbite joignant x à y ave un
segment d'orbite joignant y à z. Une diulté apparaît lorsque l'on herhe à onneter plus de
points : si l'on onnete σ ave un segment d'orbite γ joignant z à un quatrième point t ∈ K,
nous n'obtenons en général pas une orbite qui visite les quatre points x, y, z, t. En eet, si l'on
applique le lemme de onnexion, on obtient un segment d'orbite qui est souvent plus ourt que
la onaténation des segments σ et γ (voir la setion 2.8).
Nous avons montré dans [49℄ que de telles onnexions globales peuvent être réalisées en pre-
nant plus de préautions. Comme pour les lemmes de onnexion préédents, nous avons besoin
d'une hypothèse tehnique, un peu plus faible ette fois, sur les orbites périodiques du diéomor-
phisme.
(I) Pour tout entier τ0 ≥ 1, les points périodiques de période τ0 sont isolés dans M .
Nous disons qu'un ensemble fermé invariant K est une orbite faible si la relation ≺K est un
ordre total sur K, i.e. ≺K est transitive et pour tous points x, y ∈ K distints on a x ≺K y ou
y ≺K x (on peut avoir les deux relations à la fois et il peut exister des points x ∈ K tels que
x ≺K x n'ait pas lieu). Par exemple l'adhérene, d'une orbite est toujours une orbite faible.
Théorème 4.4 (Lemme de onnexion globale, Crovisier). Soit U un voisinage d'un difféomor-
phisme f ∈ Diff1(M) vériant (I). Pour tout η > 0, les propriétés suivantes sont satisfaites.
 Pour tout ensemble faiblement transitif K, il existe g ∈ U et une orbite périodique O de g
qui est à distane de Hausdor de K inférieure à η.
 Pour toute orbite faible K, il existe g ∈ U et une orbite {gn(x)} de g dont l'adhérene est
à distane de Hausdor de K inférieure à η.
On en déduit un lemme de pistage faible satisfait par les diéomorphismes C1-génériques.
Corollaire 4.5 (Pistage faible). Il existe un Gδ dense de Diff
1(M) formé de diéomorphismes
vériant la propriété suivante.
Pour tout δ > 0 il existe ε > 0 tel que toute ε-pseudo-orbite {z0, . . . , zn} est δ-prohe d'un
segment d'orbite ni {x, f(x), . . . , fm(x)} pour la distane de Hausdor.
Si de plus Z est périodique (i.e. zn = z0), on peut hoisir x périodique.
En partiulier, on obtient l'approximation des ensembles transitifs par haînes par orbites
périodiques.
Corollaire 4.6. Il existe un Gδ dense de Diff
1(M) formé de diéomorphismes vériant les
propriétés suivantes.
 Un ensemble ompat est transitif par haînes si et seulement s'il est limite de Hausdor
d'une suite d'orbites périodiques.
 Les lasses apériodiques sont limites de Hausdor de lasses homolines.
Arnaud avait montré dans un travail antérieur [16℄ que pour un diéomorphisme C1-généri-
que, les ensembles ω-limites sont limite de Hausdor d'orbites périodiques.
Le orollaire 4.5 donne aussi des informations sur la dynamique entre les lasses de réurrene
par haînes : pour tout diéomorphisme C1-générique, si l'on onsidère une suite de lasses de
réurrene par haînes K1, . . . ,Ks, vériant Ki ⊣ Ki+1 pour tout 1 ≤ i < s, et des voisinages
U1, . . . , Us, il existe une orbite qui visite suessivement haque ouvert Ui.
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4.3 Démonstration du pistage faible
La démonstration du théorème 4.4 est assez déliate puisqu'elle requiert de perturber la
dynamique en plusieurs endroits. Nous allons démontrer un résultat plus faible qui impliquera le
orollaire 4.5.
Théorème 4.7 (Pistage faible, Crovisier). Il existe un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) tel que, pour
tout f ∈ G, pour tout ensemble fermé K ⊂ M (non néessairement invariant), pour tous points
z1, . . . , zn ∈ K vériant z1 ⊣K z2 ⊣K · · · ⊣K zn, et pour tout δ > 0, il existe un segment
d'orbite {x, . . . , fm(x)} ontenu dans le δ-voisinage de K qui renontre haque boule entrée en
zi, 1 ≤ i ≤ s, de rayon δ.
Si de plus on a zn ⊣K z1, alors x peut être hoisi périodique.
Pour la suite, on introduira pour tout f ∈ Diff1(M) l'ensemble Seg(f) des parties ompates
de M (non néessairement invariantes) qui sont limites de Hausdor d'une suite de segments
d'orbite nis ainsi que l'ensemble pSeg(f) des parties ompates de M (non néessairement
invariantes) qui sont limites de Hausdor pour tout ε > 0 d'une suite de segments de ε-pseudo-
orbites nis. Finalement Per(f) désigne l'ensemble des parties ompates (invariantes) de M
qui sont limites d'une suite d'orbites périodiques et pTrans(f) elles qui sont transitives par
haînes.
Démonstration du orollaire 4.5 à partir du théorème 4.7. Considérons f appartenant à l'ensem-
ble résiduel G donné par le théorème 4.7. Lorsque δ > 0 est xé, il existe ε > 0 tel que tout
segment de ε-pseudo-orbite est δ/2-prohe d'un élément K de pSeg(f). D'après le théorème 4.7,
il existe un segment d'orbite ni de f qui est δ/2-prohe de K pour la distane de Hausdor.
Cei démontre la première partie du orollaire 4.5.
Le même argument montre que pour ε assez petit, toute ε-pseudo-orbite périodique est δ/2-
prohe d'un élément K de pTrans(f). D'après le théorème 4.7, il existe une orbite périodique
de f qui est δ/2-prohe de K pour la distane de Hausdor.
Démonstration du théorème 4.7 : le as non réurrent. L'appliation f 7→ Seg(f) est semi-on-
tinue inférieurement sur Diff1(M). Il existe don un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) de diéomorphismes
qui sont des points de ontinuité de ette appliation, qui sont Kupka-Smale, et qui satisfont à la
seonde propriété de la setion 3.3 (≺K=⊣K pour tout ensemble ompat K). Nous onsidérons
à présent un élément f ∈ G. Nous montrons la première partie du théorème par réurrene sur
n. Le as n = 1 est évident. Remarquons aussi que nous pouvons toujours supposer que les
points zj appartiennent à des orbites distintes (quitte à supprimer ertains points) et supposer
qu'ils ne sont pas périodiques (qui à les remplaer par des points prohes, puisque f est un
diéomorphisme dont tous les points périodiques sont hyperboliques).
Considérons n + 1 points z1 ⊣K z2 ⊣K · · · ⊣K zn+1 de K. Nous devons montrer qu'ils sont
ontenus dans un élément Γ ∈ Seg(f) inlus dans K. Puisque f est un point de ontinuité
de l'appliation g 7→ Seg(g), il sut de trouver pour tout δ > 0 et tout voisinage U de f
un diéomorphisme g ∈ U ayant un segment d'orbite ni γg ontenu dans le δ-voisinage de
K et renontrant haque boule B(zi, δ), 1 ≤ i ≤ n + 1. Le lemme de perturbation de Pugh
(théorème 2.5) appliqué à f , U et ε = η = 12 nous donne un entier N ≥ 1 et des paires de ubes
Cj ⊂ Ĉj entrés en haque point zj , 1 ≤ j ≤ n, dont les N premiers itérés sont disjoints deux
à deux et de diamètre inférieur à δ. On hoisit enn δ′ ≪ δ tel que haque boule B(zj , δ
′) est
ontenue dans Cj .
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En appliquant l'hypothèse de réurrene, on obtient un segment d'orbite γ = {fk(x)}0≤k≤L
qui intersete haque ube Cj et qui est ontenue dans le δ-voisinage de K. Soit alors σ0 =
{fk(x)}0≤k≤N0 ⊂ γ le plus petit segment d'orbite ontenu dans γ qui ontienne x et renontre
haque ube Ĉj , 1 ≤ j ≤ n ; nous notons ζf = f
N0
le point nal de σ0. Remarquons que par
minimalité de σ0, les points f
k(x) pour 0 ≤ k < N0 ne renontrent pas le ube Ĉf ontenant ζf .
Il existe don un itéré f ℓ(ζf ), ℓ ≤ L−N0, qui appartient à Cf .
Puisque ≺K=⊣K pour f , il existe un segment d'orbite γ
′ = {f−m(y), . . . , y} ontenu dans le
δ-voisinage de K tel que f−m(y) appartient à Cf et y à la boule B(zn+1, δ). On applique alors
le lemme de onnexion : il existe g ∈ U tel que y est un itéré positif de ζf . Les diéomorphismes
f et g oïnident hors de Ĉf et de ses N − 1 premiers itérés. Le segment d'orbite σ0 n'a pas été
modié. On en déduit que y est un itéré positif de x et que l'ensemble γg des itérés ompris entre
x et y renontre haque boule B(zj , δ) pour 1 ≤ j ≤ n + 1. Par ailleurs, le nouveau segment
d'orbite est inlus dans l'union de γ, γ′ et des N premiers itérés de Ĉf . Par onséquent, il est
ontenu dans le δ-voisinage de K.
Démonstration du théorème 4.7 : le as réurrent. Nous montrons à présent la seonde partie du
théorème : nous supposons zj ⊣K zj+1 pour tout 1 ≤ j < n et zn ⊣K z1. Quitte à onsidérer un
Gδ dense G plus petit, nous pouvons supposer que f ∈ G (dont tous les points périodiques sont
hyperboliques) est un point de ontinuité de l'appliation g 7→ Per(g). Il sut don de onstruire
g ∈ Diff1(M) prohe de f possédant une orbite périodique ontenue dans le δ-voisinage de K qui
intersete haque boule B(zj , δ). Nous introduisons omme préédemment les ubes Cj ⊂ Ĉj .
Nous supposerons de plus que haque Ĉj est un ube quadrillé dont Cj est une tuile entrale
(omme pour la setion 2.8).
D'après la première partie du théorème, il existe un segment d'orbite γ = {fk(x)}0≤k≤L qui
renontre haque ube Cj et qui est ontenu dans le δ-voisinage de K. Nous onsidérons un
segment d'orbite σ0 = {f
k(x)}Li≤k≤Lf qui renontre haque ube Ĉj et qui est minimal (pour
l'inlusion) pour ette propriété. Nous notons ζi = f
Li(x) et ζf = f
Lf (x) ses points initial et
nal : ils sont haun ontenus dans un ube Ĉi et Ĉf . Nous montrons que, quitte à remplaer
σ0 par un autre segment minimal, nous pouvons supposer que
a) ζi a un itéré négatif f
−ℓi(ζi), ℓi ≤ Li, dans Ci,
b) ζf a un itéré positif f
ℓf (ζf ), ℓf ≤ L− Li dans Cf .
Supposons par exemple que a) n'est pas satisfait. Puisque γ renontre Ci et puisque σ0 est
minimal, il existe L′f > Lf tel que f
L′
f (x) appartient à Ĉi et possède un itéré positif f
ℓf+L
′
f (x),
ℓf + L
′
f ≤ L, dans Ci. Il existe alors L
′
i > Li tel que le segment σ
′
0 = {f
k(x)}L′i≤k≤L′f soit
un nouveau segment minimal. Par onstrution la propriété b) est satisfaite par σ′0. Si a) n'est
toujours pas satisfaite, on répète ette onstrution. À haque étape, L′f augmente et puisque γ
est ni, e proédé doit s'arrêter : on obtient alors à la fois a) et b).
Introduisons à présent un segment d'orbite γ′ ontenu dans le δ-voisinage deK et renontrant
les ubes Ci et Cf . La réunion de γ
′
et de γ ontient une pseudo-orbite à sauts dans les tuiles
de Ĉi et Ĉf et ontenant σ0. Par onstrution σ0 \ {ζi, ζf} évite les ubes Ĉi et Ĉf et renontre
les autres ubes Ĉj . Nous pouvons don, omme en setion a), perturber f et onstruire un
diéomorphisme g ∈ U possédant une orbite périodique qui ontient σ0 et don renontre haque
ube Ĉj . Cette orbite est ontenue dans le δ-voisinage de K.
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4.4 Appliation : étude de la stabilité molle
Un des buts des systèmes dynamiques onsiste à dérire omment les invariants dynamiques
varient lorsque l'on perturbe le système. Cei onduit à la notion de stabilité. Puisque la stabilité
struturelle et l'Ω-stabilité (voir setion 7.7) ne sont pas dense dans Diff1(M), d'autres formes de
stabilité ont été proposées. En suivant une idée de Zeeman, Takens a introduit [176℄ une stabilité
aaiblie. La stabilité struturelle a lieu lorsque l'espae des orbites est rigide ; la stabilité molle
exprime que l'espae des orbites du système hange peu lorsque l'on perturbe la dynamique.
Par exemple, si K(M) désigne l'espae des ensembles ompats de M muni de la topologie
de Hausdor, Takens montre le théorème suivant [176℄.
Théorème 4.8 (Takens). L'ensemble des points de ontinuité de haque appliation f 7→ Per(f),
f 7→ Ω(f) et f 7→ R(f) dénies sur Diff1(M) et à valeurs dans K(M) ontient un Gδ dense.
Pour R(f), 'est une simple onséquene de la proposition 2.9. Pour Per(f), 'est une onsé-
quene du théorème 2.1 de Kupka-Smale et pour Ω(f), 'est une onséquene du lemme de
fermeture de Pugh (théorème 2.7).
1
Pour dérire omment M se déompose en orbites, on travaille dans l'espae K(K(M)) des
familles fermées d'ensembles ompats de M et on introduit pour tout diéomorphisme f ,
Orb(f) : l'ensemble des parties ompates invariantes deM qui sont limite de Hausdor d'adhé-
renes d'orbite de f .
Un diéomorphisme f est mollement stable (tolerane stable) si 'est un point de ontinuité de
l'appliation f 7→ Orb(f) dénie sur Diff1(M).
Conjeture de stabilité molle (Zeeman). L'ensemble des diéomorphismes mollement stables
ontient un Gδ dense de Diff
1(M).
À notre onnaissane, ette onjeture reste ouverte, mais nous pouvons traiter des questions
analogues. La struture de l'espae des orbites est dérite par les éléments suivants de K(K(M)) :
Cl(f) : l'ensemble des parties ompates invariantes de M ,
Per(f) : l'ensemble des parties ompates invariantes de M qui sont limites de Hausdor d'or-
bites périodiques,
fTrans(f) : l'ensemble des parties ompates invariantes de M qui sont faiblement transitives,
pTrans(f) : l'ensemble des parties ompates invariantes de M qui sont transitives par haînes,
OrbF(f) : l'ensemble des parties ompates invariantes de M qui sont limites de Hausdor de
segments d'orbites nis,
pOrb(f) : l'ensemble des parties ompates invariantes de M qui sont limites de ε-pseudo-
orbites pour tout ε > 0 (parfois appelées orbites étendues de f ).
Les propriétés de stabilité orrespondantes sont vériées.
Proposition 4.9. L'ensemble des points de ontinuité des ensembles Cl(f), Per(f), fTrans(f),
pTrans(f), OrbF(f) et pOrb(f) ontient un Gδ dense de Diff
1(M).
1
Remarquons que puisque génériquement dans Diff1(M), on a Ω(f) = R(f), il n'y a pas de C0 Ω-explosion,
répondant ainsi au problème 19 de [120℄.
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Takens avait traité [176, 177℄ le as des ensembles Cl(f), Per(f) et pOrb(f). La proposition
s'obtient par des arguments de semi-ontinuité. Pour Per(f), on utilise le lemme de fermeture
et pour fTrans(f), on utilise le orollaire 4.6.
Conernant la onjeture initiale de Zeeman, Takens a donné [177℄ le ritère suivant.
Théorème 4.10 (Takens). Si l'ensemble des diéomorphismes f tels que Orb(f) = pOrb(f)
ontient un Gδ dense de Diff
1(M), alors la onjeture de stabilité molle est vraie.
Du théorème 4.4, on déduit que OrbF(f) = pOrb(f) pour un Gδ dense de Diff
1(M). La
onjeture de Zeeman est don reliée au problème suivant.
Question 4.11. A-t-on Orb(f) = OrbF(f) pour f dans un Gδ dense de Diff
1(M) ?
Le théorème 4.4 montre aussi que Per(f) = fTrans(f) = pTrans(f).
4.5 Problèmes
D'autres problèmes de onnexion d'orbites restent ouverts et peuvent être intéressants pour
des appliations.
a) Fermeture asymptotique.
Question 4.12 (Fermeture asymptotique). Considérons un voisinage U de f ∈ Diff1(M) et x
un point de M .
 Existe-t-il g ∈ U pour lequel x appartient à la variété stable d'une orbite périodique hyper-
bolique O ?
 Peut-on demander de plus que les adhérenes des orbites positives de x sous f et sous g
restent prohes en topologie de Hausdor ? Que O et l'ensemble des valeurs d'adhérenes
de l'orbite positive de x sous f soient prohes pour la distane de Hausdor ?
Une réponse positive impliquerait la densité des variétés stables et instables d'orbites pé-
riodiques pour un diéomorphisme C1-générique (voir [36℄ pour une réponse partielle). Elle
permettrait également de montrer la onjeture de stabilité de Zeeman (voir [49℄).
b) Orbites ave visites rares.
Question 4.13. Supposons que f vérie une ondition C1-générique et onsidérons un ensemble
ompat et transitif par haînes Λ ontenu dans une lasse de réurrene par haînes K. Fixons
un point x ∈ K \ Λ, un voisinage U de Λ et θ > 0.
Existe-t-il une orbite périodique ayant un point prohe de x et passant une proportion de
temps supérieure à θ dans U ?
Un tel résultat permettrait d'étendre à toute la lasse K ertaines propriétés satisfaites sur
Λ. Voir la setion 7.10. On renvoie à [60℄ pour d'autres problèmes de onnexion d'orbite.
Chapitre 5
Hyperboliité non uniforme
Certaines propriétés onnues pour les systèmes hyperboliques s'étendent à des lasses plus
générales de dynamiques. C'est l'objet par exemple de la théorie de Pesin [128℄ qui dérit la
dynamique assoiée à une mesure ergodique dont auun exposant de Lyapunov ne s'annule, pour
des diéomorphismes de lasse C1+ε (les arguments ne se généralisent pas à la topologie C1,
voir [141℄). Nous présentons dans e hapitre de tels résultats, non perturbatifs et valables en
lasse C1.
5.1 Déomposition dominée
Domination. Considérons un ensemble invariant K dont le bré unitaire tangent est la somme
direte de deux sous-brés linéaires invariants par l'appliation tangente : TKM = E ⊕ F . C'est
une déomposition dominée s'il existe un entier N ≥ 1 tel que pour tout x ∈ K et tous u ∈ E(x),
v ∈ F (x) unitaires on a
‖Dxf
N .u‖ ≤
1
e
‖Dxf
N .v‖.
On dira aussi que la déomposition est N -dominée lorsque l'on souhaitera préiser l'entier N .
La déomposition est non triviale si les dimensions de E et F ne sont pas nulles. On étend ette
dénition et on onsidérera aussi des déompositions dominées ayant plus de deux fateurs.
Propriétés. Voii quelques propriétés des déompositions dominées (voir [35, appendie B℄).
 Tout ensemble invariant K possède une déomposition dominée TKM = E1 ⊕ · · · ⊕ Eℓ la
plus ne : pour toute autre déomposition dominée TKM = E ⊕ F , il existe 0 ≤ k ≤ ℓ tel
que E =
⊕
1≤i≤k Ei et F =
⊕
k+1≤i≤ℓEi.
 Les déompositions dominées s'étendent à l'adhérene de K. Elles passent à la limite : si
(fn) est une suite de diéomorphismes onvergeant vers f , si (Kn) est une suite d'ensembles
ompats fn-invariants qui onverge en topologie de Hausdor vers K, si haque ensemble
Kn porte une déomposition N -dominée En⊕Fn telle que la dimension de En ne dépende
pas de n, alors les brés En et Fn onvergent vers des brés E,F au-dessus de K qui
induisent une déomposition N -dominée TKM = E ⊕ F .
 Si l'ensemble ompat K possède une déomposition dominée E⊕F pour f , tout ensemble
ontenu dans un voisinage de K et invariant par un diéomorphisme g prohe de f possède
également une déomposition dominée en sous-brés de la même dimension.
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Hyperboliité partielle. Un ensemble K est dit partiellement hyperbolique s'il admet une
déomposition dominée TKM = E
s ⊕ Ec ⊕ Eu et un entier N ≥ 1 tels que Es et Eu soient
respetivement N -uniformément ontratés et N -uniformément dilatés (i.e. on a (1.4.1)) et ne
soient pas tous deux triviaux.
Les notions d'hyperboliité, hyperboliité partielle, déompositions dominées ne dépendent
pas de la métrique riemannienne. Gourmelon a montré [63℄ que l'on peut toujours trouver une
métrique pour que dans es dénitions l'hyperboliité ou la domination se voient dès la première
itération, i.e. en tout point x ∈ K on a :
sup
(
‖Dxf|Es(x)‖, ‖Dxf
−1
|Eu(x)‖, ‖Dxf|Es(x)‖.‖Df(x)f
−1
Ec(f(x))‖, ‖Dxf|Ec(x)‖.‖Df(x)f
−1
Eu(f(x))‖
)
< 1.
5.2 Familles de plaques
On peut assoier à tout ensemble ayant une déomposition dominée une famille de sous-
variétés qui généralise les variétés invariantes loales des ensembles hyperboliques.
Dénition 5.1. Soit K un ensemble invariant ave une déomposition dominée TKM = F1 ⊕
E ⊕ F2.
Une famille de plaques tangente à E est une appliation ontinue W : E →M satisfaisant :
 pour tout x ∈ K, l'appliation induite Wx : Ex → M est un plongement C
1
pour lequel
Wx(0) = x et dont l'image est tangente en x à Ex ;
 (Wx)x∈K est une famille ontinue de plongements C
1
.
La famille de plaques W est loalement invariante s'il existe ρ > 0 tel que pour tout x ∈ K,
l'image de la boule B(0, ρ) ⊂ Ex par f ◦ Wx est ontenue dans la plaque Wf(x).
D'après [79, théorème 5.5℄, il existe toujours des familles de plaques loalement invariantes.
Théorème 5.2 (Hirsh-Pugh-Shub). Pour tout ensemble ompat invariant K dont l'espae
tangent possède une déomposition dominée TKM = E ⊕ F , il existe une famille de plaques
loalement invariante tangente à E.
Remarque 5.3. a) En général, les plaques ne sont pas dénies dynamiquement. Par onsé-
quent, deux plaques peuvent avoir des points d'intersetion isolés et la famille de plaques
n'est pas unique a priori.
b) On peut énoner une version uniforme de e résultat : il existe des voisinages U de K
et U ⊂ Diff1(M) de f et une olletion de familles de plaques (Wg)g∈U tangentes aux
ontinuations (Eg)g∈U du bré E et dénies au-dessus des ensembles invariants maximaux
(Kg) de U tels que
 (Wg,x)g∈U ,x∈Kg est une famille ontinue de plongements C
1
,
 les familles de plaques sont uniformément loalement invariantes : il existe ρ > 0 tel que
pour tous g ∈ U et x ∈ Kg, l'image de la boule B(0, ρ) ⊂ Eg,x par f ◦Wg,x est ontenue
dans la plaque Wg,g(x).
) Lorsqu'il y a une déomposition dominée TKM = F1 ⊕ E ⊕ F2 en trois brés, on peut
obtenir une famille de plaques loalement invariante tangente à E en intersetant des
familles de plaques loalement invariantes tangentes à F1 ⊕E et à E ⊕F2 respetivement.
d) Les plaques seront généralement de petit diamètre.
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5.3 Points hyperboliques
Considérons un entier N ≥ 1 et un ensemble ompat invariant K muni d'une déomposition
dominée TKM = E ⊕ F .
Dénition 5.4. Un point x ∈ K est N -hyperbolique le long de E si pour tout k ≥ 0 on a :
k−1∏
i=0
‖Df iN (x)f
N
|E‖ ≤ e
−k.
L'existene de points hyperboliques fait souvent appel au lemme de Pliss [130℄. Dans le as
d'orbites périodiques, on obtient le résultat suivant.
Proposition 5.5 (Conséquene du lemme de Pliss). Pour ensemble invariant K ayant une
déomposition dominée TKM = E ⊕ F , il existe ρ ∈ (0, 1) ave la propriété suivante. Pour tout
N ≥ 1 susamment grand et pour toute orbite périodique hyperbolique O = {x, . . . , f τ (x) = x}
de K satisfaisant
τ−1∏
i=0
‖Df i(x)f|E‖ ≤ e
−τ , (5.3.1)
l'ensemble des points N -hyperboliques de O a une proportion supérieure à ρ.
Remarque 5.6. Lorsque la ondition 5.3.1 est également satisfaite pour les itérations de Df−1 le
long de F , on obtient des points simultanément hyperboliques le long des espaes E et F .
En eet, on hoisit un entier N premier. On applique la proposition au bré E et on onsidère
un point x ∈ O qui est N -hyperbolique le long du bré E. On applique ensuite la proposition
au bré F : il existe un point y ∈ O qui est N -hyperbolique le long de F pour f−1. Puisque N
est premier, on peut le mettre sous la forme y = f−kN(x). On hoisit k ≥ 0 minimal ave ette
propriété. Le fait que les points fN (y), f2N (y),. . ., fkN(y) ne soient pas N -hyperboliques le long
de F implique pour tout 1 ≤ j ≤ k,
j∏
i=1
‖Df iN (y)f
−N
|F ‖ > e
−j.
La domination entre E et F entraîne alors (si N est susamment grand),
j−1∏
i=0
‖Df iN (y)f
N
|E‖ ≤ e
−j
pour tout 1 ≤ j ≤ k. Puisque x = fkN(y) est N -hyperbolique pour E, ei est enore vrai pour
tout k ≥ 0. Par onséquent, y est simultanément N -hyperbolique le long de E et F .
5.4 Variétés invariantes
Par un argument lassique (voir par exemple [4, setion 8℄), tout point qui est N -hyperbolique
le long de E possède une variété stable tangente à E.
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Proposition 5.7. Considérons un ensemble ompat invariant K dont l'espae tangent possède
une déomposition dominée TKM = E ⊕ F , une famille de plaques loalement invariante W
tangente à E et un entier N ≥ 1. Il existe ε, δ > 0 tels que pour tout point x ∈ K qui est
N -hyperbolique le long de E, l'ensemble
WEs(x) :=
{
y ∈M, lim
n→+∞
d(fn(y), fn(x))
enε‖Dxfn|Es‖
< +∞
}
a les propriétés suivantes :
 WEs(x) est une sous-variété injetivement immergée tangente à E
s(x) et ne dépend pas de
ε ;
 la boule B(0, δ) ⊂ Wx est ontenue dans WEs(x) et son image par f
k
est ontenue dans
Wfk(x) pour tout k ≥ 0.
L'ensemble WEs(x) est appelé variété stable forte de x assoiée à E
s
et noté W ss(x) lors-
qu'il n'y a pas d'ambiguïté sur le bré Es. On dénit de façon symétrique la variété instable
forte WEu(x) (enore notée W
uu(x)). Dans le as de la déomposition Es ⊕ Eu d'un ensemble
hyperbolique, la variété WEs(x) oïnide ave l'ensemble stable W
s(x).
Remarque 5.8. On peut énoner une version uniforme de e résultat.
Le résultat suivant déoule des propositions 5.5 et 5.7 et peut servir à borner le nombre de
lasses homolines d'un diéomorphisme. Il a été démontré initialement par Pliss [130℄ dans le
as d'une déomposition dominée triviale (TKM = E) pour majorer le nombre de puits d'un
diéomorphisme.
Corollaire 5.9. Pour tout ensemble invariant K ayant une déomposition dominée TKM =
E ⊕ F et tout entier N ≥ 1, il existe k ≥ 1 ayant la propriété suivante.
Dans toute famille d'orbites périodiques {O1, . . . , Ok} de K vériant pour tout 1 ≤ i ≤ k,∏
x∈Oi
‖Dxf
N
|E‖ ≤ e
−Card(Oi)
et
∏
x∈Oi
‖Dxf
−N
|F
‖ ≤ e−Card(Oi), (5.4.1)
il existe au moins deux orbites Oi, Oj homoliniquement reliées.
5.5 Mesures hyperboliques
Si µ est une mesure de probabilité invariante sur M , le théorème d'Oseledets (voir [69,
théorème S.2.9℄) assoie à µ-presque tout point x ∈ M une unique déomposition invariante
TxM = E1 ⊕ · · · ⊕Es et des réels λ1 < λ2 < · · · < λs tels que pour tout u ∈ Ei \ {0} la quantité
1
n
log ‖Dxf
n.u‖
onverge vers λi lorsque n tend vers ±∞.
On appelle λi l'exposant de Lyapunov de x selon l'espae Ei et on lui aete la multipliité
dim(Ei). La suite ordonnée des exposants de Lyapunov de µ, omptés ave multipliité, est le
veteur de Lyapunov L(x, µ) de x. Lorsque µ est ergodique, le veteur de Lyapunov ne dépendent
pas du point x.
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Considérons une mesure ergodique dont le supportK ait une déomposition dominée TKM =
E ⊕ F . Alors l'exposant de Lyapunov maximal de µ en restrition au bré E est égal (voir [85℄)
à la limite
λ+(µ,E) = lim
n→+∞
1
n
∫
log ‖Dfn|E‖dµ.
La proposition suivante issue de [4℄ permet de onstruire des variétés invariante en tout point
régulier d'une mesure ergodique. Il permet de retrouver une partie de la théorie de Pesin lorsque la
régularité du diéomorphisme est seulement C1 mais en présene d'une déomposition dominée.
Proposition 5.10 (théorème 3.11 de [4℄). Considérons une mesure ergodique dont le support K
ait une déomposition dominée TKM = E ⊕ F . Lorsque l'exposant de Lyapunov maximal de µ
en restrition au bré E est stritement négatif, µ-presque tout point est hyperbolique le long de
E et possède don une variété stable forte tangente à E.
Lorsque µ est ergodique et que les exposants de Lyapunov sont tous non nuls en µ-presque
tout point, nous disons que µ est hyperbolique.
5.6 Pistage généralisé
Dénition 5.11. Fixons N ≥ 1 et un ensemble invariant K muni d'une déomposition dominée
TKM = E⊕F . Un segment d'orbite {x, f(x), . . . , f
n(x)} de longueur n = ℓ.N > 0 ontenu dans
K est N -hyperbolique pour la déomposition dominée E ⊕ F si pour tout 1 ≤ k ≤ ℓ on a :
k−1∏
i=0
‖Df i.N (x)f
N
|E‖ ≤ e
−k
et
k−1∏
i=0
‖Df(ℓ−i).N (x)f
−N
|F ‖ ≤ e
−k.
Liao a démontré [90, 91℄ le lemme de pistage suivant qui généralise le lemme de pistage
lassique de la théorie hyperbolique (voir aussi [59℄).
Théorème 5.12 (Pistage généralisé, Liao). Soit K un ensemble invariant muni d'une déom-
position dominée TKM = E ⊕ F . Fixons N ≥ 1 et δ > 0.
Il existe alors ε > 0 tel que pour toute famille de segments d'orbites {xi, f(xi), . . . , f
ni(xi)},
i ∈ Z/sZ, ontenus dans K, qui sont N -hyperboliques et satisfont
∀i ∈ Z/sZ, d(fni(xi), xi+1) < ε,
il existe une orbite périodique {y, f(y), . . . , f τ (y) = y} de période τ = n1 + · · · + ns telle que
∀i ∈ {1, . . . , s} et k ∈ {0, . . . , ni}, d(f
n1+···+ni−1+k(y), fk(xi)) < δ.
Ave la proposition 5.10, ei permet d'approximer les mesures ergodiques par des orbites
périodiques.
Corollaire 5.13. Soit µ une mesure ergodique dont le support K possède une déomposition
dominée non triviale TKM = E⊕F telle que les exposants de Lyapunov de µ soient stritement
négatifs le long de E et stritement positifs le long de F .
Il existe alors une suite d'orbites périodiques hyperboliques (Oi)i∈N qui onverge vers K en
topologie de Hausdor et dont les mesures induites onvergent vers µ.
De plus, il existe un entier N ≥ 1 tel que (5.4.1) ait lieu pour tout i assez grand. En parti-
ulier, toutes les orbites Oi, sauf un nombre ni, sont homoliniquement liées et K est ontenu
dans leur lasse homoline.
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5.7 Lemmes de séletion
Liao [88, 91℄ (voir aussi [184℄) et Mañé [99℄ ont donné d'autres adres où le lemme de pistage
généralisé s'applique : la diulté est de séletionner des segments d'orbites hyperboliques.
Théorème 5.14 (Lemme de séletion de Liao). Considérons un ensemble ompat invariant K
muni d'une déomposition 1-dominée non triviale TKM = E ⊕ F et λ ∈ (0, 1), tels que les deux
onditions suivantes soient satisfaites.
 Tout sous-ensemble ompat invariant de K ontient un point x vériant pour tout n ≥ 1 :
n−1∏
i=0
‖Df|E(f
i(x))‖ ≤ λn.
 Il existe un point y ∈ K tel que pour tout n ≥ 1 on ait :
n−1∏
i=0
‖Df|E(f
i(y))‖ ≥ 1.
Pour tous λ− < λ+ < 1 prohes de 1, il existe alors dans tout voisinage de K une orbite périodique
ontenant un point p satisfaisant pour tout n ≥ 1 :
n∏
k=0
‖Df|E(f
k(p))‖ ≤ λn+ et
n∏
k=0
‖Df|E(f
−k(p))‖ ≥ λn−.
En partiulier, on peut trouver une suite de points périodiques homoliniquement reliés entre eux
et qui onverge vers un point de K.
Le lemme de séletion de Mañé suppose que l'un des brés de la déomposition est uniforme.
Théorème 5.15 (Lemme de séletion de Mañé). Considérons un ensemble ompat invariant
K muni d'une déomposition 1-dominée non triviale TKM = E ⊕ F et λ ∈ (0, 1) tels que
 le bré F est uniformément dilaté,
 la dynamique restreinte à K n'a pas d'ouvert errant,
et tels que les deux onditions suivantes soient satisfaites.
 Il existe un ensemble dense D ⊂ K de points x vériant :
lim inf
n→∞
n−1∏
i=0
‖Df|E(f
−i(x))‖1/n ≤ λ.
 Il existe un point y ∈ K tel que pour tout n ≥ 1 on ait :
n−1∏
i=0
‖Df|E(f
i(y))‖ ≥ 1.
Alors, la onlusion du théorème 5.14 a lieu.
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Dans le as où K est une lasse homoline H(q), on peut hoisir un ensemble dense D de
points périodiques homoliniquement liés à q. Les points périodiques obtenus par le théorème 5.15
peuvent être hoisis homoliniquement reliés à un point de D. On obtient alors le résultat
suivant, démontré dans [37℄.
Corollaire 5.16 (Bonatti-Gan-Yang). Considérons une lasse homoline H = H(p) munie
d'une déomposition dominée THM = E ⊕ F telle que F soit uniformément dilaté et dim(F ) =
dim(Eu(p)). Si E n'est pas uniformément ontraté, il existe alors une suite d'orbites périodiques
hyperboliques (Oi) homoliniquement liées à p et pour tout N ≥ 1, l'une de es orbites n'a pas de
point N -hyperbolique le long de E.
5.8 Fibrés non uniformes
Voii une appliation du lemme de séletion de Liao, issue de [51℄, qui permet d'analyser
l'existene de brés non uniformes.
Théorème 5.17. Supposons que pour tout 1 ≤ i < d et tout diéomorphisme g C1-prohe de f
l'ensemble Peri(g) des points périodiques d'indie i ait une déomposition dominée TPeri(g)M =
Ei ⊕ Fi telle que dim(Ei) = i.
Considérons un ensemble ompat invariant K ayant une déomposition dominée TKM =
E ⊕ F . Si le bré E n'est pas uniformément ontraté, l'un des as suivant se produit.
1. K intersete une lasse homoline H(p) assoiée à un point périodique d'indie stritement
plus petit que dim(E).
2. K intersete des lasses homolines H(pn) assoiées à des points périodiques ayant un
indie égal à dim(E) et ayant un exposant de Lyapunov le long de E arbitrairement prohe
de 0.
3. K ontient un ensemble ompat invariant Λ muni d'une struture partiellement hyperbo-
lique TΛM = E
s ⊕ Ec ⊕ Eu telle que Ec est de dimension 1 et dim(Es) < dim(E). De
plus, pour toute mesure ergodique supportée par Λ, l'exposant de Lyapunov le long de Ec
est égal à 0.
Ce théorème fait naturellement apparaître des ensembles hyperboliques ayant une struture
partiellement hyperbolique ave un bré entral de dimension 1. Puisque les exposants de Lya-
punov de toute mesure invariante supportée sur et ensemble sont nuls le long du bré entral,
les tehniques présentées dans e hapitre ne permettent pas de dérire plus préisément la dy-
namique. Nous introduirons au hapitre 9 les modèles entraux qui permettent d'analyser la
dynamique dans la diretion entrale d'un point de vue topologique.
Démonstration. Puisque E n'est pas uniformément ontraté, il existe une mesure ergodique µ
supportée par K dont l'exposant de Lyapunov maximal le long de E est positif ou nul.
D'après le lemme de fermeture ergodique (théorème 4.1) et son addendum, il existe une suite
de diéomorphismes gn → f , et une suite d'orbites périodiques assoiées (On) qui onverge vers
le support de µ en topologie de Hausdor et dont les exposants de Lyapunov onvergent vers
eux de µ. D'après l'hypothèse sur la domination des orbites périodiques, les orbites On ont au
plus un exposant prohe de 0. Par onséquent µ a au plus un exposant de Lyapunov prohe de
0.
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Si µ est hyperbolique, l'indie des orbites On est égal à la dimension des espaes stables
de µ. Par passage à la limite, il existe don une déomposition dominée TSupp(µ)M = E
′ ⊕ F ′,
ave dim(E′) < dim(E). D'après le orollaire 5.13, K intersete une lasse homoline d'indie
dim(E′). Cei donne le premier as du théorème.
Si µ n'est pas hyperbolique, on onstruit de la même façon une déomposition dominée
TSupp(µ)M = E
′ ⊕ Ec ⊕ F , telle que les exposants de µ sont stritement négatifs le long de E′,
stritement positifs le long de F ′ et nuls le long de Ec. On a dim(Ec) = 1.
On peut hoisir µ pour que la dimension de E′ soit minimale et on note K = Supp(µ). On
en déduit que pour toute mesure ν supportée par K, l'exposant le long du bré entral Ec de K
est négatif ou nul.
On peut aussi avoir hoisi K minimal pour l'inlusion et es propriétés. Ainsi, pour tout sous-
ensemble ompat invariant propre K ′ ( K, l'exposant de toute mesure ν le long du bré entral
est stritement négatif. Il est même inférieur à une onstante −ε ar dans le as ontraire la
mesure ν serait hyperbolique (il y a au plus un exposant prohe de 0). Comme préédemment, K
interseterait une lasse homoline ayant des orbites périodiques d'indie dim(E′) + 1 ≤ dim(E)
dont l'exposant le long de Ec est ε-prohes de 0. On serait alors dans le as 1) (si dim(E′)+ 1 <
dim(E)) ou dans le as 2) (si dim(E′) + 1 = dim(E)) du théorème.
Si K ontient une mesure d'exposant entral stritement négatif, on peut appliquer le lemme
de séletion de Liao et K intersete une lasse homoline ayant des orbites périodiques d'indie
dim(E′)+1 dont l'exposant le long de Ec est arbitrairement prohe de 0. On est alors à nouveau
dans le as 1) ou 2).
Si toutes les mesures supportées par K ont un exposant entral nul, on est dans le as 3) du
théorème.
5.9 Classes hyperboliques par haînes
Considérons un ensemble invariant K, une déomposition dominée TKM = E ⊕ F et une
famille de plaques W tangente à E. On dénit les notions suivantes.
 W est piégée si pour tout x ∈ K on a
f(Wx) ⊂ Wf(x).
 W est nement piégée si pour une base de voisinages U de la setion 0 de E, il existe :
1. une famille de diéomorphismes (ϕx)x∈K de (Ex)x∈K qui est ontinue en topologie
C1 et supportée dans U ;
2. une onstante ρ > 0 telle que pour tous x ∈ K on a B(0, ρ) ⊂ U ∩ Ex et :
f(Wx ◦ ϕx(B(0, ρ))) ⊂ Wf(x) ◦ ϕf(x)(B(0, ρ)).
Bien sûr, si W est nement piégée, il existe une famille de plaques tangentes à E (et de
diamètres arbitrairement petits) qui est piégée. Par ailleurs, toute autre famille de plaques
W ′ tangente à E et loalement invariante est également nement piégée : il existe ρ > 0
tel que pour tout x ∈ K la boule B(0, ρ) ⊂ Ex est envoyée par W
′
x dans Wx. Cei justie
la dénition :
 E est nement piégée s'il existe une famille de plaques tangente à E et nement piégée.
5.10. DIFFÉOMORPHISMES ROBUSTEMENT NON HYPERBOLIQUES 63
Nous avons proposé [52℄ une nouvelle dénition d'hyperboliité aaiblie.
Dénition 5.18. Une lasse homoline H(p) est hyperbolique par haînes si
 elle possède une déomposition dominée TH(p)M = E
cs ⊕Ecu en deux brés ;
 il existe une famille de plaques Wcs tangente à Ecs piégée par f et une famille de plaques
Wcu tangente à Ecu et piégée par f−1 ;
 il existe un point périodique hyperbolique qs homoliniquement relié à l'orbite de p dont
l'ensemble stable ontient Wcsqs et il existe un point périodique hyperbolique qu homolini-
quement relié à l'orbite de p dont l'ensemble instable ontient Wcuqu .
Les familles de plaquesWcs etWcu jouent alors le rle des variétés stables et instables loales
des ensembles hyperboliques : elles sont respetivement ontenues dans les ensembles stables et
instables par haînes de la lasse H(p). Cei justie la terminologie hyperboliité par haînes.
En partiulier, une propriété de produit loal est satisfaite (voir [52℄).
Lemme 5.19. Considérons une lasse homoline H(p) hyperbolique par haînes.
1. il existe un sous-ensemble dense d'orbite périodiques O homoliniquement reliées à p telles
que pour tout q ∈ O on a Wcsq ⊂W
s(q) et Wcuq ⊂W
u(q) ;
2. pour tout x ∈ H(p) on a Wcsx ⊂ pW
s(x) et Wcux ⊂ pW
u(x) ;
3. tout point d'intersetion transverse entre deux plaquesWcsx etW
cu
y , x, y ∈ H(p), est ontenu
dans H(p).
L'hyperboliité par haînes est robuste aux perturbations (voir [52℄).
Théorème 5.20 (Crovisier-Pujals). Considérons une lasse homoline H(p) hyperbolique par
haînes telle que :
 H(p) oïnide ave sa lasse de réurrene par haînes,
 les familles de plaques Wcs et Wcu sont nement piégées respetivement par f et f−1.
Alors pour tout diéomorphisme g ∈ Diff1(M) prohe de f la lasse homoline H(pg) de g
assoiée à la ontinuation hyperbolique de p est enore hyperbolique par haînes.
Nous donnons des exemples de lasses hyperboliques par haînes robustement non hyperbo-
lique en setion suivante.
5.10 Diéomorphismes dérivés d'Anosov robustement non hyper-
boliques
Smale a onstruit [171℄ un diéomorphisme hyperbolique ayant un attrateur non trivial
en modiant un diéomorphisme d'Anosov linéaire du tore T2. Il est obtenu en déformant le
diéomorphisme initial près d'un point xe : la perturbation est petite en topologie C0 mais
grande en topologie C1.
Cette idée de déformer au voisinage d'un point xe a été reprise par Mañé [93℄, puis par
Bonatti-Viana [41℄ pour onstruire un diéomorphisme robustement transitif et non hyperbo-
lique. (Ave et argument, on peut aussi onstruire des exemples d'attrateurs robustes non
hyperboliques (voir [46℄).) Nous expliquons ii omment onstruire de telles dynamiques dans le
as le plus simple. Voir aussi [35, setion 7.1℄.
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On onsidère un diéomorphisme d'Anosov linéaire A du tore T3 ave valeurs propres réelles
0 < λs1 < λ
s
2 < 1 < λ
u
, et un point xe p. L'appliation A peut don être érite loalement
A : (x, y, z) 7→ (λu.x, λs1.y, λ
s
2.z).
Introduisons un diéomorphisme g qui xe p, oïnide ave A hors d'un petit voisinage de p
et de la forme
g : (x, y, z) 7→ (λu.x, gx(y, z)).
Il préserve don le feuilletage stable Fcs de A. On demande également que
 ‖Dg|Ecs‖ < λ
u
, de sorte que g préserve une domination entre l'espae entre-stable (tangent
aux feuilles de Fcs) et un bré instable,
 g ontrate stritement les aires le long des feuilles de Fcs.
Le diéomorphisme initial A possède es propriétés mais nous allons voir que d'autres diéomor-
phismes peuvent être intéressants.
Fixons alors a, b ≫ 1 et dénissons un diéomorphisme f qui oïnide ave A hors d'un
voisinage de p et prend la forme suivante au voisinage de p
f : (x, y, z) 7→ (λu.x, (ab)−1.gax(aby, abz)).
Pour a grand, f dière de A dans une boule entrée en p de rayon arbitrairement petit. Pour b
grand, le bré instable de f est arbitrairement prohe de elui de A et sa dilatation est arbitrai-
rement prohe de λu.
Les diéomorphismes C1-prohes de f possèdent enore un feuilletage entre-stable. Cei dé-
oule de [79, théorèmes 7.1 et 7.2℄ puisque le feuilletage entre-stable de f est lisse et normalement
hyperbolique.
Les diéomorphismes prohes de f n'ont qu'une seule lasse de réurrene par haînes.
Proposition 5.21. Si l'on hoisit a, b assez grands, tout diéomorphisme C1-prohe de f est
transitif. Plus préisément, T3 est une lasse homoline.
Démonstration. L'argument est le même que dans [41, setion 6.2℄.
Proposition 5.22. Si a, b sont assez grands, T3 est une lasse hyperbolique par haînes pour
tout diéomorphisem C1-prohe de f .
Démonstration. Considérons un point périodique q 6= p de A et une famille de plaques entre-
stableWcs piégée pour A (i.e. une famille ontinue de variétés stables loales). Puisque f préserve
le feuilletage stable Fcs de A et est arbitrairement prohe de A en topologie C0, les plaques Wcs
sont piégées par f . Pour a, b susamment grands, l'orbite de q oïnide pour A et pour f et de
plus Wcsq ⊂ W
s(q) pour f . Pour les diéomorphismes h prohes de f en topologie C1, il existe
un feuilletage entre-stable prohe de Fcs. Par onséquent il existe enore une famille de plaques
entre-stable Wcsh qui est prohe de la famille W
cs
pour la topologie C1. Cette famille est don
également piégée pour h et la plaque de la ontinuation qh de q est ontenue dans la variété
stable de qh.
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Puisque le bré Eu est uniformément dilaté par f , il existe une famille de plaques Wu
tangente à Eu piégée par f−1 et satisfaisant Wuq ⊂ W
u(q). Cei est également vérié par tout
diéomorphisme h prohe de f en topologie C1.
Ave la proposition 5.21, ei montre que T3 est une lasse hyperbolique par haînes.
Pour obtenir une dynamique robustement non hyperbolique, il sut de hoisir g ave des
points xes hyperboliques p1, p2 d'indies 1 et 2. Voir la gure 5.1. Puisque p1, p2 appartiennent
à une même lasse homoline robustement, tout diéomorphisme prohe de f peut être approhé
par un diéomorphisme ayant un yle hétérodimensionnel.
p2
p1 p1
p2
Fig. 5.1  Déformations de A dans la variété stable loale de p.
On peut onstruire g ave une struture partiellement hyperbolique TM = Es ⊕ Ec ⊕ Eu
ave trois brés de dimension 1. Auun diéomorphisme au voisinage de f ne peut alors avoir
de tangene homoline (voir la setion 7.5).
On peut aussi hoisir p2 ave des valeurs propres stables omplexes. Dans e as, pour auun
diéomorphisme prohe de f , la lasse homoline H(p1) (ontenant p2) n'a pas de déomposition
dominée de la forme TM = E ⊕ F ave dim(E) = 1. On en déduit (voir le théorème 7.15 plus
loin) que tout diéomorphisme prohe de f est aumulé par des diéomorphismes pour lesquels
p1 a une tangene homoline.
Cei fournit des exemples de dynamiques modérées hétérodimensionnelle et ritique mention-
nées en introdution.
Corollaire 5.23. Il existe sur T3 des dynamiques génériques modérées hétérodimensionnelles
ritiques et non ritiques.
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Chapitre 6
Rédution de la dimension ambiante
On peut toujours représenter les dynamiques C1-génériques de dimension d au sein des dyna-
miques génériques de dimension supérieure : il sut de les réaliser sur des sous-variétés invariantes
normalement hyperboliques (voir la onstrution en setion 7.9). Cei permet d'obtenir très sim-
plement de nouvelles lasses d'exemples : du phénomène de Newhouse, on déduit l'existene (en
dimension 4) de lasses de réurrene par haînes aumulées par des selles isolées (des orbites
périodiques hyperboliques qui ne sont ni des soures ni des puits et dont la lasse homoline
est triviale). Dans e hapitre nous étudions le problème réiproque : étant donné un ensemble
invariant K, peut-on déteter l'existene d'une sous-variété invariante qui le ontient ? Nous
présentons le ritère issu de [24℄.
6.1 Variété normalement hyperbolique
Considérons un ensemble ompat invariant K muni d'une déomposition dominée TKM =
E ⊕ Eu telle que Eu est uniformément dilaté. Supposons qu'il existe une sous-variété N ⊂ M
ontenant K, tangente à E (et de dimension dim(E)), qui soit loalement invariante : il existe
un voisinage U de K dans N tel que f(U) ⊂ N (voir la gure 6.1).
Eu
Σ
f−1(Σ)
U
K
Fig. 6.1  Variété normalement hyperbolique loalement invariante au voisinage de K.
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Il est faile de voir que tout point dont l'orbite est ontenue dans un petit voisinage de K
appartient à N . Un argument lassique de transformée de graphe (voir [79, 24℄) entraîne que
ette propriété est enore vériée pour les diéomorphismes prohes.
Théorème 6.1. Considérons un ensemble ompat invariant K muni d'une déomposition domi-
née TKM = E⊕E
u
telle que Eu est uniformément dilaté, et une sous-variété N ⊂M ontenant
K, tangente à E, qui est loalement invariante au voisinage de K.
Il existe alors un voisinage Σ de K dans N qui est une sous-variété à bord loalement in-
variante par f , un voisinage U de K dans M et un voisinage U de f dans Diff1(M) tels que
pour tout g ∈ U il existe Σg sous-variété à bord C
1
-prohe de Σ vériant : l'ensemble maximal
invariant de g dans U est ontenu dans Σg et g(Σg ∩ U) ⊂ Σg.
6.2 Existene de sous-variété loalement invariante
Reprenons le adre de la setion préédente. Tout point x ∈ K possède une variété instable
forte W uu(x) = WEu(x) tangente à E
u(x). Il est alors faile de voir que pour tout x ∈ K, la
variété W uu(x) n'intersete K qu'au point x. En eet, siW uu(x) reoupe K en y, en onsidérant
les images de x, y pour un itéré f−n ave n ≥ 0 large, on obtient deux points f−n(x), f−n(y)
arbitrairement prohes et joints par une ourbe tangente à un hamp de ne instable, transverse
à la diretion E.
Cette propriété admet une réiproque (voir [24℄).
Théorème 6.2 (Bonatti-Crovisier). Considérons un ensemble ompat invariant K ayant une
déomposition dominée TK = E ⊕ E
u
telle que Eu est uniformément dilaté.
Il existe alors une sous-variété à bord N ⊂M de dimension dim(E) qui :
 ontient K dans son intérieur,
 est tangente à E aux points de K,
 est loalement invariante au voisinage de K,
si (et seulement si) la propriété suivante est vériée.
(I) Pour tout x ∈ K, la variété instable W uu(x) ne renontre K qu'au point x.
6.3 Idée de la preuve du théorème 6.2
Nous utilisons le théorème d'extension de Whitney en lasse C1 (voir par exemple [9, Ap-
pendie A℄).
Théorème 6.3 (Whitney). Considérons une partie fermée A ⊂ Rs et ϕ : A → Rd−s une appli-
ation ontinue. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ϕ s'étend en une fontion Φ: Rs → Rd−s de lasse C1,
2. il existe une appliation ontinue D dénie sur A et à valeurs dans l'espae d'appliations
linéraires L(Rs,Rd−s), telle que l'appliation R : A×A→ Rd−s dénie par :
R(x, y) = (ϕ(y)− ϕ(x)) −D(x).(y − x),
vérie : pour tout z ∈ A, la quantité ‖R(x,y)‖‖y−x‖ tend vers 0 lorsque les points x 6= y de K
tendent vers z.
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En travaillant dans des artes, l'ensemble K du théorème 6.2 peut être loalement dérit
omme le graphe d'une appliation ϕ : Rs → Rd−s, où s = dim(E) : les axes Rs × {y} et
{x} ×Rd−s sont respetivement tangents à des hamps de nes autour des diretions E et Eu.
En eet, si l'on xe une setion loale S de la lamination par variétés instables fortes, on peut
projeter loalement K sur S par holonomie. L'hypothèse (I) du théorème 6.2 se traduit par
l'injetivité de ette appliation.
Le bré E dénit une appliation K → L(Rs,Rd−s). Si la ondition (2) n'est pas satisfaite,
on peut trouver des paires de points prohes x, y telles que y − x soit uniformément transverse
à un hamp de nes autour de la diretion E. Par onséquent, la dynamique dilate le veteur
y−x par itérations positives : il existe n ≥ 1 tel que la distane d(fn(y), fn(x)) soit prohe de 1 ;
par ailleurs, le veteur fn(y)− fn(x) (vu dans une arte) est prohe du hamp Eu. En prenant
une suite de points (x, y) telle que d(x, y) tende vers 0, l'entier n tend vers +∞. Le long d'une
suite extraite, fn(x) onverge vers un point x0 ∈ K et f
n(y) vers un point y0 ∈ K ∩W
uu(x0),
ontredisant l'hypothèse (I). La ondition (2) du théorème de Whitney est don satisfaite.
À l'aide d'une partition de l'unité, on obtient une variété diérentiable à bord Σ0 de dimension
dim(E) qui ontient K dans son intérieur et qui est tangente à E aux points de K. Un argument
de transformée de graphe, permet de modier Σ0 pour obtenir une variété loalement invariante
au voisinage de K.
6.4 Appliation : existene de feuilletages stables
Nous pouvons retrouver très simplement l'existene d'un feuilletage stable au voisinage de
tout ensemble hyperbolique pour les diéomorphismes de surfae de lasse C2 (voir [123, appen-
die A℄ pour une démonstration lassique).
Théorème 6.4. Considérons un diéomorphisme f de lasse C2 d'une surfae M et un ensemble
hyperbolique K ⊂M . Il existe alors un feuilletage Fs de lasse C1, déni au voisinage de K et
loalement invariant par f , qui est tangent au bré stable de K.
Démonstration. Puisque f est de lasse C2, il induit un diéomorphisme f̂ de lasse C1 sur
le bré unitaire tangent π : T 1M → M . Le bré stable Es au-dessus de K déni un ensemble
ompat invariant K̂ ⊂ T 1M qui relève K.
En tout point x̂ ∈ K̂, notons Êuu(x) le sous-espae de TbxT
1M tangent aux bres de π. Cei
dénit un bré ontinu invariant Êuu au-dessus de K. On vérie failement qu'il existe C > 0
tel que pour tout n ≥ 1, on ait pour tout x̂ ∈ K̂,
‖Dbxf̂
n
| bEuu
‖ ≥ C−1.
‖Dπ(bx)f
n
|Eu‖
‖Dπ(bx)f
n
|Es‖
.
Transversalement aux bres, la norme de Df̂n est bornée par ‖Dπ(bx)f
n
|Eu‖. Cei montre que
K̂ possède une déomposition dominée en trois brés Ês ⊕ Êu ⊕ Êuu telle que Ês et Êu se
projettent par π respetivement sur Es et Eu.
En haque point x̂, on peut onsidérer la variété instable forte Ŵ uu(x), tangente à Êuu(x) : par
onstrution 'est l'ensemble T 1π(bx)M \ {E
u(x)}. Par onséquent, elle oupe K̂ en x̂ uniquement.
Nous pouvons don appliquer le théorème 6.2 et onsidérer une sous-variété N̂ ⊂ T 1M ontenant
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K̂, tangente à Ês ⊕ Êu et loalement invariante. La projetion N̂ → M induite par π est un
diéomorphisme loal, injetif sur K̂, don injetif au voisinage de K̂. On peut don interpréter
N̂ omme un hamp de droites C1 au voisinage de K qui est loalement invariant par Df et qui
étend le hamp Es déni au-dessus K. Le feuilletage Fs s'obtient alors en intégrant e hamp
de droites.
6.5 Problèmes
a) Classes pelliulaires. Nous avons vu en introdution qu'il existe des lasses de réurrene
par haînes aumulées par des orbites périodiques qui ne sont ni des puits ni des soures : pour les
exemples onstruits, la dynamique est supportée par une sous-variété normalement hyperbolique.
On peut se demander s'il existe des exemples plus intéressants.
Question 6.5. Existe-t-il un ouvert non vide U ⊂ Diff1(M) et un Gδ dense G ⊂ U formé
de diéomorphismes ayant une lasse homoline H(p) ave la propriété suivante ? La lasse
H(p) n'est pas ontenue dans une sous-variété normalement hyperbolique et est aumulée par
des orbites périodiques selles dont l'indie n'appartient pas à l'ensemble des indies des points
périodiques de H(p).
L. Díaz appelle lasse pelliulaire une lasse homoline ayant de telles propriétés.
b) Connexions fortes. Lorsque la ondition (I) n'est pas vériée, il peut être utile de herher
un point périodique x ∈ K tel que W uu(x) \ {x} renontre K. Cei peut permettre de réer des
onnexions fortes (voir la setion 8.2 pour la dénition). Nous sommes alors intéressés par des
énonés de la forme : K satisfait (I) ou bien possède une onnexion forte.
Nous obtiendrons dans ertains as de tels énonés en setions 10.3 et 10.5.
Chapitre 7
Bifurations de points périodiques
Nous avons rassemblé dans e hapitre divers résultats perturbatifs sur les suites périodiques
d'appliations linéaires. Grâe au lemme de Franks (théorème 2.2), on obtient des résultats per-
turbatifs sur les orbites périodiques des diéomorphismes. Comme onséquene, nous déduisons
que les diéomorphismes C1-génériques dont l'ensemble réurrent par haînes n'admet pas de
déomposition dominé possède une innité de puits ou de soures (phénomène de Newhouse).
Nous démontrons aussi le théorème d'Ω-stabilité en utilisant le lemme de onnexion pour les
pseudo-orbites. Finalement, nous présentons le théorème de Pujals-Sambarino-Wen-Gourmelon
qui fait le lien entre les tangenes homolines et l'absene de déomposition dominée.
7.1 Coyles linéaires périodiques
Dénition. Un oyle linéaire périodique A est la donnée d'une suite E d'espaes eulidiens
(Ei)i∈Z de dimension d, d'une suite d'isomorphismes linéaires Ai : Ei → Ei+1 et d'un entier
τ ≥ 1, tels que Ei+τ = Ei et Ai+τ = Ai pour tout i. On appelle τ sa période. Les valeurs propres
de A sont les valeurs propres de l'endomorphisme Aτ . . . A1. Ses exposants sont les quantités
λ = 1τ log |σ| où σ parourt l'ensemble des valeurs propres.
On dit que A est borné par K ≥ 1 si pour tout i on a
sup
(
‖Ai‖, ‖A
−1
i−1‖
)
≤ K.
On dit que les oyles A et B sont ε-prohes si pour tout i on a
sup
(
‖Ai −Bi‖, ‖A
−1
i −B
−1
i ‖
)
≤ ε.
Sous-brés. Si E′ = (E′i) est une suite de sous-espaes de dimension d
′
, également τ -périodi-
que, qui est invariante par A, on obtient par restrition un oyle A′ de E′. Si A est borné par
K, le oyle A′ l'est également. Réiproquement si A′ est un oyle de E′ borné par K, 'est
la restrition d'un oyle A de E borné par K. Si A′ et B′ sont ε-prohes, leurs extensions A
et B seront également ε-prohes.
Hyperboliité. On dit que E est uniformément ontraté à la période, s'il existe N ≥ 1 tel
que pour tout i ∈ Z on ait :∏
0≤j<τ/N
‖(A(j+1).N−1+i . . . Aj.N+i)‖ ≤ e
−τ/N . (7.1.1)
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C'est une propriété plus forte que la ontration à la période (toutes les valeurs propres du
produit Aτ . . . A1 sont de module stritement plus petit que 1) mais plus faible que la ontration
uniforme (il existe N ≥ 1 tel que pour tout i ∈ Z on a ‖(Ai+N−1 . . . Ai)‖ ≤ e−1).
On dit que E admet une déomposition dominée E = F ⊕ G, s'il existe deux suites τ -
périodiques F = (Fi) et G = (Gi) de sous-espaes supplémentaires qui sont A-invariantes et s'il
existe N ≥ 1 tel que, pour tout i ∈ Z et tous u ∈ Fi, v ∈ Gi unitaires, on ait :
‖(Ai+N−1 . . . Ai).u‖ ≤
1
e
‖(Ai+N−1 . . . Ai).v‖. (7.1.2)
La déomposition est non triviale si les dimensions de F et de H ne sont pas nulles.
On dit aussi que E est N -uniformément ontraté à la période ou que la déomposition
E = F ⊕G est N -dominée pour la dynamique de A, lorsque (7.1.1) ou (7.1.2) se produisent.
7.2 Contration uniforme à la période
Le résultat suivant a été obtenu par Pliss [130℄ (voir aussi [89, 91, 94℄).
Théorème 7.1 (Pliss). Pour tous d,K ≥ 1, ε > 0, il existe N, τ0 ≥ 1 et δ > 0 tels que pour
tout oyle périodique linéaire A de dimension d, borné par K et de période τ ≥ τ0 l'un des as
suivants se produit :
 E est N -uniformément ontraté à la période ;
 il existe une ε-perturbation B de A qui possède un exposant positif.
7.3 Valeurs propres réelles simples
Il est possible par pertubation de rendre les valeurs propres d'un oyle linéaire périodique
réelles. Cei a été démontré dans [23℄ pour la dimension 2 et généralisé en dimension supérieure
dans [38℄.
Proposition 7.2 (lemme 6.6 de [23℄ et théorème 2.1 de [38℄). Pour tous d,K ≥ 1, ε > 0, il
existe τ0 ≥ 1 tel que tout oyle périodique linéaire A de dimension d, borné par K et de période
τ ≥ τ0 possède une ε-perturbation B telle que :
 les valeurs propres de B sont toutes réelles et simples ;
 pour 1 ≤ i ≤ d, les ièmes exposants de A et de B (omptés ave multipliité) sont ε-prohes.
7.4 Domination
Mañé a démontré [94℄ qu'en l'absene de déomposition dominée, on peut faire bifurquer
les orbites périodiques de type selle d'un diéomorphisme de surfae pour les transformer en
puits ou soure. Cei a été généralisé en dimension 3 par Díaz, Pujals et Ures [54℄ puis en
dimension quelonque par Bonatti, Pujals et Díaz dans le adre des dynamiques robustement
transitives [33℄ : supposons que les diéomorphismes prohes de f ∈ Diff1(M) soient tous transi-
tifs, alors M possède une déomposition dominée pour f . Plus réemment, Bonatti, Gourmelon
et Vivier ont donné [38℄ une preuve diérente de e résultat qui autorise à travailler ave des
orbites périodiques n'appartenant pas à un même ensemble transitif.
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Théorème 7.3 (Bonatti-Gourmelon-Vivier). Pour tous d,K ≥ 1, ε > 0, il existe N, τ0 ≥ 1 tel
que pour tout oyle périodique linéaire A de dimension d, borné par K et de période τ ≥ τ0
l'un des as suivants se produit :
 E possède une déomposition N -dominée non triviale ;
 il existe une ε-perturbation B de A dont toutes les valeurs propres sont réelles et de même
module.
Comme onséquene des théorèmes 7.1 et 7.3, on retrouve un résultat de Mañé [94℄.
Corollaire 7.4 (Mañé). Pour tous d,K ≥ 1, ε > 0, il existe N, τ0 ≥ 1 tel que pour tout oyle
périodique linéaire A de dimension d, borné par K et de période τ ≥ τ0 l'un des as suivants se
produit :
 il existe une déomposition N -dominée E = Es ⊕Eu telle que Es et Eu sont N -uniformé-
ment ontratés à la période par A et A−1 respetivement ;
 il existe une ε-perturbation B de A ayant une valeur propre de module 1.
Démonstration. Considérons des entiers N, τ0 supérieur aux entiers donnés par les théorèmes 7.1
et 7.3 et onsidérons un oyle A pour lequel le deuxième as du orollaire ne se produit pas.
Considérons une déomposition N -dominée E = F ⊕ G ⊕ H (éventuellement triviale) telle
que tous les exposants selon F soient stritement négatifs et tous les exposants selon H soient
stritement positifs. Il existe une telle déomposition qui maximise les dimensions de F et de G.
Nous pouvons appliquer le théorème 7.3 à la restrition de A au bré G. Puisqu'il n'existe pas de
déomposition N -dominée de G, on peut perturber le oyle A pour rendre tous ses exposants
selon G de mêmes signes. Puisque nous ne sommes pas dans le seond as du orollaire, les
exposants selon G doivent déjà être de mêmes signes pour A, e qui ontredit la maximalité de
F ou de H. Nous avons don montré qu'il existe une déomposition N -dominée E = Es ⊕ Eu
telle que tous les exposants de A selon Es sont stritement négatifs et tous eux selon Eu sont
stritement positifs.
En appliquant à présent le théorème 7.1 à haun des brés Es et Eu, on obtient que Es et
Eu sont N -uniformément ontratés à la période par A et A−1 respetivement.
7.5 Tangenes homolines
D'autres bifurations assoiées aux orbites périodiques hyperboliques font intervenir les varié-
tés invariantes. C'est la as des tangenes homolines, partiulièrement importantes puisqu'elles
engendrent des modiations importantes de la dynamique (voir [123, 35℄).
Dénition 7.5. Une orbite périodique hyperbolique O a une tangene homoline s'il existe un
point d'intersetion non transverse z entre les variétés stables et instables de O.
En dimension deux, Pujals et Sambarino ont montré [149℄ que si l'on ne peut pas approher f
par des diéomorphismes présentant des tangenes homolines, l'ensemble des points périodiques
de type selle de f possède une déomposition dominée. Cei a été généralisé par Wen [182℄ en di-
mension quelonque. Gourmelon [64℄ a amélioré es énonés en donnant une version quantitative
qui autorise à onsidérer haque orbite périodique séparément.
Théorème 7.6 (Pujals-Sambarino, Wen, Gourmelon). Pour tout voisinage U ⊂ Diff1(M) de
f , il existe N, τ0 ≥ 1 et un voisinage V de f tels que pour g0 ∈ V et toute orbite périodique
hyperbolique O de g0 de période τ ≥ τ0, l'un des deux as suivants se produit :
74 CHAPITRE 7. BIFURCATIONS DE POINTS PÉRIODIQUES
 la déomposition TOM en espaes stables et instables est N -dominée,
 il existe une perturbation g ∈ U qui oïnide ave g0 sur O et sur un voisinage arbitrai-
rement petit de O telle que O a une orbite de tangene homoline ontenue dans un petit
voisinage de O.
Ave le théorème 7.1 et la proposition 7.2, on en déduit (par une démonstration similaire à
elle du orollaire 7.4, voir [183, lemmes 3.3 et 3.4℄),
Corollaire 7.7 (Wen). Supposons que f n'est pas limite dans Diff1(M) de diéomorphismes
ayant une tangene homoline.
Il existe alors un voisinage U ⊂ Diff1(M) de f et N, τ0, δ ≥ 1 tels que pour tout g ∈ U et toute
orbite périodique O de g, la déomposition TOM = E
s
δ ⊕E
c
δ⊕E
u
δ en espaes aratéristiques dont
les exposants de Lyapunov appartiennent respetivement à (−∞,−δ], (−δ, δ), [δ,+∞) vérie :
 Ecδ est de dimension 0 ou 1,
 la déomposition Esδ ⊕ E
c
δ ⊕ E
u
δ est N -dominée,
 si la période de O est supérieure à τ0, alors E
s
δ et E
u
δ sont N -uniformément ontratés à
la période par g et g−1 respetivement.
Ce résultat se généralise aux mesures ergodiques (voir [51, Corollaire 1.3℄ et [189℄).
L'existene d'une tangene homoline est un phénomène de odimension 1 et d'après le théo-
rème 2.1 de Kupka-Smale l'ensemble des diéomorphismes ayant une tangene homoline forme
une partie maigre. On peut toutefois généraliser la dénition préédente et dénir une propriété
qui apparaît sur des ouverts de diéomorphismes.
Dénition 7.8. Une orbite périodique hyperbolique O possède une tangene homoline robuste
si elle appartient à un ensemble hyperbolique transitif K tel que pour tout diéomorphisme
g ∈ Diff1(M) prohe de f la ontinuation hyperbolique Kg de K pour g possède deux points x, y
tels que W s(x) et W u(y) aient une intersetion non transverse.
Toute variété de dimension supérieure ou égale à 3 possède des diéomorphismes ayant des
tangenes homoline robustes (voir [108, setion 8℄, [18℄ et la setion 7.9). En dimension 2,
Newhouse a montré [106℄ qu'en topologie C2, il existe des tangenes homolines robustes. Moreira
a montré [101℄ que e n'est pas le as en topologie C1.
Théorème 7.9 (Moreira). Lorsque dim(M) = 2, il n'existe pas de tangene homoline robuste
dans Diff1(M).
7.6 Appliation (1) : phénomène de Newhouse en l'absene de
déomposition dominée
D'après le théorème 3.8, le phénomène de Newhouse existe en topologie C1 sur toute variété
de dimension supérieure ou égale à 3. Parallèlement à es exemples, Mañé a montré [94℄ que
tout diéomorphisme de surfae C1-générique est hyperbolique ou bien possède une innité de
puits ou de soures. Díaz, Pujals, Ures en dimension 3 (voir [54℄), puis Bonatti, Díaz, Pujals en
dimension quelonque [33℄ ont obtenu un résultat similaire.
Théorème 7.10 (Bonatti-Díaz-Pujals-Ures). Pour tout diéomorphisme appartenant à un Gδ
dense G ⊂ Diff1(M), toute lasse homoline possède une déomposition dominée non triviale ou
est ontenue dans l'adhérene des puits ou des soures.
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En partiulier, toute lasse de réurrene par haînes ayant de l'intérieur ou isolée dans R(f)
possède une déomposition dominée non triviale.
En appliquant le orollaire 4.6 et le théorème 7.3, nous obtenon [℄ une version du résultat
préédent pour les ensembles transitifs par haînes.
Théorème 7.11 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Il existe un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) tel que tout
ensemble transitif par haînes d'un diéomorphisme f ∈ G possède une déomposition dominée
non triviale ou bien est limite pour la distane de Hausdor d'une suite de puits ou de soures.
On en déduit un énoné sur la dynamique globale.
Corollaire 7.12 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Pour tout diéomorphisme C1-générique,
 ou bien il existe une déomposition de Ω(f) en un nombre ni d'ensembles ompats inva-
riants
Ω(f) = Λ0 ∪ · · · ∪ Λd
tels que Λ0 ∪ Λd est l'union d'un nombre ni de puits et de soures et Λi possède une
déomposition dominée non triviale,
 ou bien f possède une innité de puits ou de soures.
Au voisinage d'une lasse homoline isolée, le phénomène de Newhouse n'a pas lieu et on
peut obtenir dans e adre un résultat plus fort.
Théorème 7.13 (Bonatti-Diaz-Pujals). Pour tout diéomorphisme f appartenant à un Gδ dense
G ⊂ Diff1(M), toute lasse homoline H qui est isolée dans R(f) est hyperbolique en volume.
Plus préisément, H est une soure, ou un puits, ou possède une déomposition dominée
TH(O)M = E ⊕ E
c ⊕ F telle que
 E et F sont non dégénérés,
 il existe N ≥ 1 tel que DfN ontrate uniformément le volume le long de E et dilate
uniformément le volume le long de F .
Démonstration. Si H(O) n'est pas un puits ou une soure, il existe une déomposition dominée
non triviale TH(O)M = E ⊕ F . Nous pouvons supposer que dim(E) est minimale et il s'agit de
montrer qu'il existe N ≥ 1 tel que DfN ontrate uniformément le volume le long de E.
La struture riemannienne surM permet de dénir le jaobien J(f,E) le long de E en haque
point de H(O) omme le module du déterminant de Df|E. On obtient une fontion multipliative
sur K, i.e. J(fn, E) = (J(f,E) ◦ fn−1) . . . J(f,E) pour tout n ≥ 1. Si l'on suppose par l'absurde
que le volume le long de E n'est uniformément ontraté par DfN pour auun entier N ≥ 1, il
existe une mesure de probabilité invariante supportée par K telle que
∫
J(f,E)dµ ≥ 0. Le lemme
de fermeture ergodique (théorème 4.1) implique qu'il existe une suite d'orbite périodiques (On)
s'aumulant sur une partie de H(O) telles que pour tout ε > 0, la moyenne de J(f,E) long de
On soit supérieure à −ε pour tout n susamment grand. Puisque f satisfait une ondition de
génériité, on en déduit que tout voisinage de H(O) ontient une orbite périodique OE telle que
la moyenne de J(f,E) le long de OE soit stritement positive.
Nous utilisons à présent le fait que H(O) est isolée pour onlure que OE est ontenue dans
H(O). La génériité de f implique alors queH(O) = H(OE). La dénition des lasses homolines
implique que H(O) est limite de Hausdor d'orbites périodiques sur lesquelles la moyenne de
J(f,E) est stritement positive. Puisque dim(E) est minimale, en appliquant le théorème 7.3,
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on peut faire bifurquer l'une de es orbites périodiques pour que tous les exposants de Lyapunov
le long de E soient stritement positifs : on obtient alors une soure dans un voisinage de H(O)
arbitraire. Par un argument de génériité, nous en déduisons que H(O) est limite de Hausdor
de soures, ontredisant le fait que ette lasse soit isolée et ne soit pas elle-même une soure.
Remarque 7.14. Le point lé de la démonstration onsiste à montrer que s'il existe une suite
d'orbite périodiques (On) s'aumulant sur une partie K de H(O) et dont la moyenne de J(f,E)
long de On soit positive, on peut se ramener à K = H(O).
Nous avons utilisé la fait que H(O) est isolé pour voir que les orbites On sont ontenues dans
H(O) puis nous nous sommes servi de la notion de points périodiques homoliniquement reliés
pour onlure K = H(O). Ce seond argument sera pleinement exploité au hapitre 8.
7.7 Appliation (2) : aratérisation de la stabilité
Un problème, formulé par Palis et Smale [122℄ et qui a oupé les dynamiiens pendant
les années 1970-1980, est la aratérisation des dynamiques struturellement stables. Abraham
et Smale ont montré [10, 170℄ que es dynamiques ne sont pas dense dans Diff1(M) lorsque
dim(M) ≥ 3.
Dénition. Nous disons qu'un diéomorphisme f est struturellement stable (pour la topologie
C1) si tout diéomorphisme g appartenant à un voisinage de f dans Diff1(M) est onjugué à f
par un homéomorphisme de M . Plus généralement, f est Ω-stable (pour la topologie C1) si pour
tout diéomorphisme g appartenant à un voisinage de f , les systèmes (Ω(f), f) et (Ω(g), g) sont
onjugués par un homéomorphisme h : Ω(f)→ Ω(g).
Conditions susantes. Smale a montré [171, 172℄ que les diéomorphismes axiome A sans
yle sont Ω-stables.
Une fois que l'on sait que les diéomorphismes axiome A sans yles sont les diéomorphismes
hyperboliques (voir la setion 1.6), son résultat est une onséquene du lemme de pistage pour
les dynamiques hyperboliques.
Pour un diéomorphisme axiome A satisfaisant l'hypothèse suivante :
(transversalité forte) ∀x, y ∈ Ω(f), ∀z ∈W s(x) ∩W u(y), TzM = TzW
s(x) + TzW
u(y),
Robbin [153℄ et Robinson [157℄ ont montré que f est struturellement stable (la démonstration
est bien plus déliate que pour l'Ω-stabilité).
Conditions néessaires. Palis et Robinson ont montré [113, 154℄ que pour un difféomorphis-
me axiome A, les onditions sans yle ou transversalité forte sont néessaires pour avoir
l'Ω-stabilité ou la stabilité struturelle respetivement. Palis et Mañé ont montré plus tard que
l'axiome A lui-même est néessaire [99, 114℄.
On obtient alors le théorème suivant.
Théorème d'Ω-stabilité. Pour tout diéomorphisme il y a équivalene entre les propriétés :
 f est Ω-stable (pour la topologie C1),
 f est hyperbolique (dénition 1.3),
 f possède la propriété (*) suivante :
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(*) Toute orbite périodique de tout g ∈ Diff1(M) prohe de f est hyperbolique.
L'équivalene ave la troisième propriété a été montrée par Franks, Aoki et Hayashi [57, 13,
70℄.
Démonstration de l'Ω-stabilité. Nous avons déjà expliqué pourquoi les diéomorphismes hy-
perboliques sont Ω-stables. Supposons à présent que f ∈ Diff1(M) est Ω-stable. D'après le théo-
rème de Kupka-Smale, il existe des perturbations arbitrairement petites de f dont les nombre
d'orbites périodiques de haque période est ni. La stabilité implique que f a aussi ette pro-
priété. Supposons que f ait un point périodique p non hyperbolique : ave le lemme de Franks, il
est possible de perturber f pour que p ait une valeur propre raine de l'unité et que la dynamique
au voisinage de l'orbite de p soit topologiquement onjuguée à la partie linéaire de f le long de
l'orbite de p : on obtient ainsi une innité de points périodiques de même période au voisinage
de p pour une petite perturbation de f , e qui ontredit la stabilité. Puisque l'Ω-stabilité est une
propriété ouverte, nous avons montré que l'Ω-stabilité entraîne la propriété (*).
Supposons nalement que f satisfait (*). Remarquons que ette propriété permet de suivre
ontinûment toute orbite périodique le long d'un hemin de diéomorphismes prohes de f .
D'après le orollaire 7.4, il existe un entier N ≥ 1 tel que pour tout 0 ≤ i ≤ d et tout dif-
féomorphisme g prohe de f , l'ensemble Peri(g) des points périodiques d'indie i possède une
déomposition N -dominée et leurs diretions stables et instables sont N -uniformément ontra-
tées à la période par g et g−1 respetivement. Le orollaire 5.9 montre que f n'a qu'un nombre
ni de lasses homolines distintes. Nous en déduisons :
Armation. f n'a qu'un nombre ni de lasse de réurrene par haînes.
Démonstration. Si e n'était pas le as, on peut onsidérer une suite arbitrairement longue U0 ⊂
U1 ⊂ · · · ⊂ Uk = M d'ouverts ltrants (i.e. f(Ui) ⊂ Ui) telle que Ui+1 \ Ui ontient une lasse
de réurrene par haînes. Par une perturbation arbitrairement petite donnée par le lemme de
fermeture, on peut réer dans Ui+1 \ Ui une orbite périodique. Puisque (*) est satisfaite ette
orbite peut être assoiée à une orbite périodique O de f et puisque la suite (U0, U1, . . . , Uk) est
ltrante, O appartient à Ui+1 \ Ui. On peut don trouver k orbites périodiques pour f qui ne
sont pas homoliniquement reliées, ontredisant la borne sur le nombre de lasses homolines de
f .
Nous montrons par l'absurde que f est hyperbolique. Si e n'est pas le as, il existe une lasse
de réurrene par haînes K qui n'est pas hyperbolique. Nous avons vu qu'elle est isolée dans
R(f). Puisque f a la propriété (*), toute orbite périodique ontenue dans un voisinage de K pour
un diéomorphisme g prohe de f peut être assoiée à une orbite périodique de K. D'après le
lemme de fermeture, K ontient don des orbites périodiques. Soit i l'indie maximal des points
périodiques ontenus dans K.
Armation. Peri(K) n'est pas hyperbolique.
Démonstration. En eet si Peri(K) est un ensemble hyperbolique Λ, il se déompose en un
nombre ni de lasses homolines hyperboliques disjointes. Soit H(p) l'une d'entre elles. Puisque
H(p) est stritement ontenu dans la lasse de réurrene par haînes K, on peut trouver
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xs ∈ K ∩W s(H(p)) \ Λ et xu ∈ K ∩W u(H(p)) \ Λ. Le lemme de onnexion pour les pseudo-
orbites permet par une perturbation de réer une orbite homoline transverse en xs pour l'en-
semble hyperbolique H(p) et un diéomorphisme prohe g. Le diéomorphisme g possède don
un ensemble hyperbolique Λg qui est la ontinuation hyperbolique de Λ, ainsi que des points
périodiques d'indie i prohes de xs : nous avons réé par perturbation de nouvelles orbites
périodiques, ontredisant (*).
L'ensemble Peri(K) est union d'un nombre ni de lasses homolines assoiées à des points
périodiques d'indie i. L'une d'entre elles, notée H(p), n'est pas hyperbolique. D'après e qui
préède, elle possède une déomposition dominée TH(p)M = E ⊕ F telle que dim(E) est égale à
la dimension stable de p.
Armation. Le bré F est uniformément dilaté.
Démonstration. Si l'on suppose par l'absurde que e n'est pas le as, il existe une mesure ergo-
dique µ supportée par H(p) qui vérie
∫
‖Df−N|F ‖dµ ≥ 1. En appliquant le lemme de fermeture
ergodique, on obtient une orbite périodique O prohe de H(p) pour un diéomorphisme g prohe
de f pour laquelle le bré F n'est pas N -uniformément ontraté à la période par g−1. Si O est
d'indie i, ei ontredit la propriété (*). Sinon O est d'indie supérieur à i, ontredisant le hoix
d'un indie maximal i.
Pour onlure, nous appliquons le lemme de séletion de Mañé (théorème 5.15) à l'ensemble
H(p) et à la déomposition E ⊕ F . Nous en déduisons que f possède une orbite périodique qui
n'est pas N -uniformément ontratée à la période le long de E. C'est une ontradition.
7.8 Contrle des variétés invariantes
Les tehniques de Gourmelon permettent de faire bifurquer une orbite périodique omme
dans les setions préédentes, tout en ontrlant ertaines orbites homolines (voir [65℄). En
partiulier, ei permet [64℄ de réer des tangenes à l'intérieur d'une lasse homoline.
Théorème 7.15 (Gourmelon). Toute lasse homoline H(O) de f a l'une de es propriétés :
 il existe une perturbation g de f telle que O possède une tangene homoline,
 il existe une déomposition dominée TH(O)M = E ⊕ F telle que dim(E) = dim(E
s(O)).
Potrie a appliqué [134℄ les tehniques de e hapitre à l'étude des lasses homolines qui sont
stable au sens de Lyapunov à la fois pour f et f−1 : puisqu'une telle lasse H(p) reste un quasi-
attrateur pour tout diéomorphisme générique prohe, il n'est pas possible de faire bifurquer
l'une de ses orbites périodiques O en un puits tout en préservant l'intersetion W u(p) ∩W s(O).
Théorème 7.16 (Potrie). Il existe un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) tel que pour tout f ∈ G, toute
lasse homoline qui est stable au sens de Lyapunov à la fois pour f et f−1 possède une déom-
position dominée non triviale.
Les bifurations d'orbites périodiques ave ontrle de la lasse homoline seront plus large-
ment étudiée au hapitre 8.
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7.9 Exemples d'Abraham-Smale
Nous reprenons la méthode de onstrution de Abraham-Smale pour obtenir les résultats
déjà mentionnés de [10, 165, 29, 18℄ et [108, setion 8℄. L'idée est de onsidérer des ensembles
hyperboliques transitifs d'une variété de dimension trois dont le bré stable est un bré en droites,
mais dont la variété stable est de dimension deux (elle est feuilletée par les variétés stables des
points de l'ensemble hyperbolique qui sont des sous-variétés de dimension un).
Théorème 7.17 (Newhouse [108℄, Asaoka [18℄). Toute variété M de dimension ≥ 3, possède un
ouvert non vide U ⊂ Diff1(M) de difféomorphismes ayant une orbite périodique O qui présente
une tangene homoline robuste. De plus, la lasse homoline H(O) n'a pas de déomposition
dominée non triviale.
D'après le théorème 7.11, pour tout diéomorphisme f appartenant à un Gδ dense de U ,
la lasse homoline H est don limite d'une innité de puits ou de soures. (Phénomène de
Newhouse identié par Bonatti-Díaz.) Cei fournit un exemple de dynamique sauvage, mentionné
en introdution.
Démonstration. La onstrution utilise l'exemple dû à Plykin [131℄ (voir aussi [158, setion 8.9 ℄)
en dimension deux d'un diéomorphisme f0 ayant un ensemble hyperbolique transitif Λ d'indie
1 qui est un attrateur. Sa variété stable loale est un voisinage Σ de Λ feuilleté par les variétés
loales W sloc(x), x ∈ Λ. Voir la gure 7.1.
Fig. 7.1  Exemple d'attrateur de Plykin.
On peut alors plonger Σ× (−1, 1) dans M et onsidérer des diéomorphismes f ∈ Diff1(M)
oinidant ave l'appliation (x, y) 7→ (f0(x), µ.y) sur Σ × (−1, 1). Pour µ > 1 susamment
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grand, la déomposition TzM = E
x⊕Ey aux points z ∈ Λ orrespondant aux oordonnées (x, y)
est dominée. On en déduit (voir par exemple le théorème 6.1) que pour tout diéomorphisme g
prohe de f , la ontinuation hyperbolique Λg de Λ est ontenue dans une sous-variété invariante
Σg qui est C
1
-prohe de Σ.
Pour tout g prohe de f , la surfae Σg est enore ontenue dans l'ensemble stable de Λg
et possède un feuilletage Fss en variétés stables W ssloc(z), z ∈ Λg. Fixons une orbite périodique
O ⊂ Λ. Sa ontinuation Og appartient à une variété instable W
u(Og) de dimension 2 possédant
un feuilletage Fuu par variétés instables fortes de dimension 1. Voir la gure 7.2.
O
Σ
Wu(O)
Fig. 7.2  Plongement de l'attrateur de Plykin en dimension 3.
On peut alors modier f hors d'un voisinage de Σ pour que W uu(O) et Σ aient un point
d'intersetion transverse ζ hors de Λ tel que la feuille Fss(ζ) soit tangente à W uu(O) et de
sorte que es propriétés restent satisfaites pour tout diéomorphisme g ∈ Diff1(M) prohe de f
et un point ζg prohe de ζ. Par onséquent, l'ensemble hyperbolique Λg possède une tangene
homoline robuste. Voir la gure 7.3.
On peut demander qu'au voisinage de ξ, il existe une feuille de Fss qui soit transverse à
W u(O). Pour tout g prohe de f , il existe don un point d'intersetion non transverse ζg entre
une feuille de Fss et W u(O) qui soit aumulé par des points d'intersetions transverses. Cei
implique que ζg appartient à la lasse homoline H(Og) assoiée à Λg.
De la même manière, on peut onstruire indépendemment un point d'intersetion transverse
ξ hors de Λ entre W u(O) et Σ tel que la feuille Fuu(ζ) soit tangente à Σ et de sorte que es
propriétés restent satisfaites pour tout diéomorphisme g ∈ Diff1(M) prohe de f et un point
ξg prohe de ξ.
La lasse homoline H(Og) ne possède pas de déomposition dominée non triviale. En eet,
si elle possédait par exemple une déomposition TH(Og)M = E⊕F ave dim(E) = 1, il est faile
de voir que l'espae Eζg oïniderait ave l'espae tangent à la feuille F
ss(ζg) en ζg et l'espae
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W u(O)
Σ
Fig. 7.3  Intersetion ritique de Fss et W u(O).
Fζg ave l'espae tangent à W
u(O). Par onstrution es espaes ne sont pas transverse et on
obtiendrait une ontradition.
Addenda. Cette onstrution ore beauoup de souplesse. On peut plonger indépendemment
les dynamiques (x, y) 7→ (f0(x), µ.y) et (x, y) 7→ (f
−1
0 (x), µ
−1.y) et ainsi onstruire un difféo-
morphisme f de M qui possède deux ensembles hyperboliques Λ,Λ′, l'un d'indie 1 et l'autre
d'indie 2, tels que :
 Λ et Λ′ sont haun ontenu dans une surfae Σ,Σ′ invariante par f et f−1 respetivement,
ayant un point d'intersetion transverse.
 Λ,Λ′ possèdent haun une orbite périodique O,O′ telles que les variétés invariantes (de
dimension deux) W u(O) et W s(O′) aient un point d'intersetion transverse.
On obtient don la propriété suivante qui permet d'obtenir le théorème 3.7.
Il existe un ouvert non vide U ⊂ Diff1(M) de diéomorphismes ayant des ensembles hyper-
boliques Λ,Λ′ d'indie 1 et 2 respetivement qui présentent un yle robuste : W u(Λ) ∩W s(Λ′)
et W u(Λ′) ∩W s(Λ) sont non vides.
En dimension plus grande, la même onstrution permet de lier robustement des ensembles
hyperboliques de tout indie ompris entre 1 et d−1 et d'empêher l'existene de déomposition
dominée non triviale.
7.10 Problèmes
a) Autres perturbations d'orbites périodiques. D'autres types de perturbations de o-
yles pourraient se révéler intéressants et donner lieu à des résultats perturbatifs dans le même
esprit que eux qui ont été présentés dans e hapitre. Par exemple, on peut poser les questions
suivantes.
 Sous quelles onditions peut-on perturber une orbite périodique pour obtenir k > 1 valeur
propres de module 1 ?
 Quels sont les indies que l'on peut atteindre par bifuration ?
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 Sous quelles onditions peut-on réer des valeurs propres omplexes ?
Nous renvoyons aussi à [65℄ pour d'autres types de ontraintes sur les perturbations de o-
yles.
b) Hyperboliité en volume des lasses isolées. La démonstration du théorème 7.13
permet de préiser la question 4.13.
Question 7.18. Supposons que f vérie une ondition C1-générique, onsidérons une mesure
ergodique µ pour f et un point x appartenant à la lasse de réurrene par haînes du support
de µ.
Existe-t-il une suite de points périodiques (pn) onvergeant vers x telles que la suite des
mesures périodiques assoiées onverge faiblement vers µ ?
On obtiendrait alors une version plus forte des théorèmes 7.10 et 7.13 et une réponse ar-
mative à la question suivante.
Question 7.19. Supposons que f vérie une ondition C1-générique.
Est-e que toute lasse homoline H (ou plus généralement tout ensemble transitif par haî-
nes) vérie la dihotomie suivante ?
 H est hyperbolique en volume ;
 H (ou une partie de H) est limite de Hausdor d'une innité de puits ou de soures.
) Stabilité struturelle en régularité supérieure. Nous avons déjà signalé que peu de ré-
sultats perturbatifs sont onnus en régularité plus grande. En partiulier, le lemme de Franks (qui
est la motivation prinipale pour les résultats de e hapitre) devient faux (voir [152, théorème
D℄). Nous renvoyons à [147℄ pour une disussion de la stabilité struturelle Cr, r > 1.
Chapitre 8
Points périodiques homoliniquement
liés
Au hapitre 7, nous avons onsidéré séparément les orbites périodiques d'un diéomorphisme.
Nous étudions à présent les orbites ontenues dans une même lasse de réurrene par haînes :
elles sont liées par la dynamique. Cei permet d'une part de propager ertaines propriétés vériées
sur une partie à l'ensemble de la lasse et d'autre part d'obtenir de nouvelles orbites périodiques
omme moyenne d'orbites périodiques de la lasse (spéiation).
8.1 Spéiation au sein d'une lasse homoline (indie xé)
Bowen a montré [42℄ que l'ensemble des orbites périodiques ontenues dans un ensemble
basique d'un diéomorphisme hyperbolique possède une propriété de spéiation.
Dénition 8.1. Un ensemble d'orbites périodiques O a la propriété de spéiation si pour tout
ε > 0 et pour toute olletion nie d'orbites O1, . . . , Os ∈ O, il existe N ≥ 1 vériant : pour
toute suites nies {i1, . . . , iℓ} ⊂ {1, . . . , s} et {n1, . . . , nℓ} ⊂ N, il existe une orbite périodique
O = {x, f(x), . . . , f τ (x) = x} appartenant à O et des entiers k1, . . . , kℓ tels que :
 0 ≤ kj+1 − (kj + nj) ≤ N pour tout j ∈ {1, . . . , ℓ− 1} et 0 ≤ (k1 + τ)− (kℓ + nℓ) ≤ N ;
 fk(x) appartient au ε-voisinage de Oij pour tous j ∈ {1, . . . ℓ} et kj ≤ k ≤ kj + nj − 1.
Pour les ensembles hyperboliques, l'entier N ne dépend pas des orbites O1, . . . , Os. Le résultat
de Bowen a été généralisée [33℄ aux lasses homolines.
1
Proposition 8.2 (lemme 1.9 de [33℄). Pour tout point périodique hyperbolique p, l'ensemble des
orbites périodiques hyperboliques homoliniquement reliées à p possède la propriété de spéia-
tion.
Les oyles linéaires au-dessus d'une familles d'orbites périodiques ayant la propriété de
spéiation permettent plus de perturbations que les oyles linéaires généraux étudiés au
hapitre 7. (Il devient possible de remplaer une orbite périodique O par une orbite périodique
O′ passant une grande proportion de temps prohe de O. La nouvelle orbite ressemble à O, mais
1
La notion de spéiation dénie dans [42℄ est plus générale, puisqu'elle autorise à travailler ave des segments
d'orbites qui ne sont pas périodiques. La dénition proposée par [33℄, sous le terme de transition, est, elle aussi,
un peu diérente : elle dérit les oyles linéaires au-dessus d'une famille d'orbites périodiques.
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tout événement qui apparaît le long de l'orbite de O apparaît un grand nombre de fois le long
de l'orbite de O′.) On obtient une version plus forte du théorème 7.3.
Théorème 8.3 (Bonatti-Díaz-Pujals). Pour tout ε > 0, il existe N ≥ 1 tel que toute famille
d'orbites périodiques O de f ayant la propriété de spéiation satisfait l'un de es deux as :
 il existe une déomposition N -dominée non triviale au-dessus de O,
 il existe une orbite O = {x, f(x), . . . , f τ (x) = x} dans O et une ε-perturbation B1, . . . , Bτ
de la diérentielle Df(f(x)), . . . ,Df(f τ (x)) de f le long de O tels que le produit Bτ . . . B1
soit une homothétie.
8.2 Cyles hétérodimensionnels
Une autre bifuration introduite dans [110℄ et mettant en jeu les variétés invariantes d'orbites
périodiques s'est révélée importante (voir [35, hapitre 6℄). Elle permet en partiulier d'obtenir
une propriété de spéiation entre points périodiques d'indies diérents.
Dénition 8.4. Deux orbites périodiques hyperboliques O1, O2 forment un yle hétérodimen-
sionnel si leurs indies sont diérents et si W u(O1) ∩W
s(O2) et W
u(O2) ∩W
s(O1) ne sont pas
vides.
Ce type de bifuration a été étudié intensivement notamment par L. Díaz et ses ollaborateurs.
Bien sûr, l'ensemble des diéomorphismes ayant un yle hétérodimensionnel forme une partie
maigre de Diff1(M). On peut toutefois renforer la dénition préédente.
Dénition 8.5. Deux orbites périodiques hyperboliques O1, O2 forment un yle hétérodimensi-
onnel robuste s'il existe des ensembles hyperboliques transitifs K,L ontenant respetivement O1
et O2, tels que pour tout diéomorphisme g ∈ Diff
1(M) prohe de f , on aW u(Kg)∩W
s(Lg) 6= ∅
et W s(Kg) ∩W
s(Lg) 6= ∅ pour les ontinuations hyperboliques Kg, Lg de K et L.
La setion 7.9 présente des diéomorphismes ave yles hétérodimensionnels robustes.
Connexions fortes. Nous présentons maintenant un adre qui permet d'obtenir un yle hété-
rodimensionnel par perturbation. Considérons le as où K est muni d'une struture partiellement
hyperbolique TKM = E
s ⊕ Ec ⊕ Eu ave dim(Ec) = 1 et supposons que pour tout voisinage
U de K et tout δ > 0, il existe un diéomorphisme f ′ prohe de f et une orbite périodique
O ontenue dans U dont l'exposant entral appartient à (−δ, δ) et telle que W uu(O) \ O et
W ss(O) \ O s'intersetent. On peut alors réer un yle hétérodimensionnel en appliquant la
remarque suivante.
Lemme 8.6. Soit O une orbite périodique ayant un unique exposant nul et telle que W uu(O) \
O et W ss(O) \ O s'intersetent. Il existe alors un diéomorphisme C1-prohe ayant un yle
hétérodimensionnel.
Démonstration. Par perturbation, on rée au voisinage de O deux orbites périodiques O1, O2
ayant des exposants respetivement positifs et négatifs dans la diretion entrale et onneté
par un segment entral. L'intersetion entre W uu(O) \ O et W ss(O) \ O permet d'obtenir une
intersetion entre W uu(O2) \O2 et W
ss(O1) \O1. Voir la gure 8.1.
Nous dirons qu'une orbite périodique O ⊂ K possède une onnexion forte lorsqueW uu(O)\O
et W ss(O) \O s'intersetent.
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Fig. 8.1  Création d'un yle hétérodimensionnel.
Connexions fortes généralisées. Nous donnons maintenant un méanisme plus général que
le lemme préédent pour engendrer des yles hétérodimensionnels (voir par exemple [52℄).
Lemme 8.7. Considérons une lasse homoline H(p) vériant :
 il existe une déomposition dominée TH(p)M = E ⊕ E
c ⊕ F telle que dim(Ec) = 1 et
dim(E ⊕ Ec) oïnide ave la dimension stable de p,
 la variété stable forte W ss(p) tangente à Ep oupe H(p) en un point diérent de p,
et supposons qu'il existe des orbites périodiques homoliniquement reliées à p ayant des exposants
entraux arbitrairement prohes de 0.
Il existe alors un diéomorphisme C1-prohe ayant un yle hétérodimensionnel.
Nous dirons qu'une lasse homoline possède une onnexion forte généralisée si elle vérie
les deux propriétés du lemme préédent.
8.3 Spéiation au sein d'une lasse homoline (indie variable)
An de travailler ave des orbites périodiques d'indies diérents nous aaiblissons la pro-
priété de spéiation.
Dénition 8.8. Un ensemble d'orbites périodiques O a la propriété du baryentre si pour tous
ε > 0, ρ ∈ (0, 1) et O1, O2 ∈ O, il existe O = {x, f(x), . . . , f
τ (x) = x} appartenant à O et des
parties disjointes I, J ⊂ {1, . . . , τ} tels que :
 Card(I) ≥ (ρ− ε).τ et Card(J) ≥ (1− ρ− ε).τ ;
 fk(x) appartient au ε-voisinage de O1 (resp. de O2) pour tout k ∈ I (resp. k ∈ J).
Pour un diéomorphisme C1-générique, la propriété du baryentre est vériée [4℄ au sein des
lasses homolines.
Théorème 8.9 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Il existe un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) tel que pour
tout f ∈ G et toute lasse homoline H(p) de f , l'ensemble des orbites périodiques de f ontenues
dans H(p) a la propriété du baryentre.
La démonstration reprend des arguments perturbatifs de [34, 6℄ : onsidérons deux orbites
périodiques O1, O2 de périodes τ1, τ2, ontenues dans H(p). En utilisant la proposition 7.2, on
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peut toujours supposer que leurs valeurs propres sont réelles et de multipliité égale à 1. On peut
alors perturber f et obtenir un diéomorphisme f˜ pour lequel O1 et O2 sont reliée par un yle
hétérodimensionnel (voir la setion 3.3).
On peut supposer de plus que le yle est linéaire : il existe x ∈ W u(O1) ∩W
s(O2), y ∈
W u(O2) ∩W
s(O1) et des artes ϕ1 : V1 → Rd, ϕ2 : V2 → Rd au voisinage de O1 et O2 tels que
 dans les artes ϕ1, ϕ2, l'appliation f est ane et sa diérentielle est diagonale ;
 il existe un itéré négatif fn
−
x (x) (resp. fn
−
y (y)) dont l'orbite négative reste prohe de O1
(resp. O2) et un itéré positif f
n+x (x+) (resp. fn
+
y (x−)) dont l'orbite positive reste prohe
de O2 (resp. O1) tels que l'appliation f
n−x +n
+
x
(resp. fn
−
y +n
+
y
) est ane au voisinage de
fn
−
x (x) (resp. fn
−
y (y)) et sa diérentielle est diagonale.
Pour tous ℓ1, ℓ2 susamment grands, on rée alors par perturbation de f au voisinage de x,
une orbite périodique de période ℓ1.τ1 + ℓ2.τ2 + n
−
x + n
+
x + n
−
y + n
+
y qui possède ℓ1.τ1 itérés
onséutifs dans V1 et ℓ2.τ2 itérés onséutifs dans V2. Par onstrution l'indie de l'orbite rée
O est ompris entre eux de O1 et O2. De plus, pour un ouvert de diéomorphismes, W
u(O)
intersete la variété stable de l'une des orbites O1, O2 et W
s(O) intersete la variété instable de
l'autre. Puisque pour tout diéomorphisme C1-générique au voisinage de f les lasses homolines
de O1 et O2 oïnident, il existe un diéomorphisme prohe de f pour lequel O appartient à
ette lasse.
8.4 Appliation (1) : indies des lasses homolines
Cei permet de retrouver des résultats de [34, 6℄.
Corollaire 8.10 ([34, 6℄). Il existe un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) tel que pour tout f ∈ G et toute
lasse homoline H(p) de f , l'ensemble des indies des orbites périodiques de f ontenues dans
H(p) est un intervalle de N.
En ombinant e résultat ave le théorème 7.15, on obtient l'existene de brés entraux de
dimension 1 au-dessus des lasses homolines loin des tangenes homolines.
Corollaire 8.11 (Gourmelon [64℄). Il existe un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) tel que pour tout f ∈ G
et toute lasse homoline H(p) de f l'une des deux propriétés suivantes est vériée.
 H(p) possède une déomposition dominée
TH(p)M = E ⊕ E
c
1 ⊕ · · · ⊕ E
c
ℓ ⊕ F,
telle que dim(E) et d − dim(F ) sont respetivement l'indie minimal et l'indie maximal
de H(p) et haque bré Eci est de dimension 1.
 Il existe une orbite périodique O homoliniquement reliée à p et une perturbation g ∈
Diff1(M) de f telle que la ontinuation hyperbolique de O a une tangene homoline.
8.5 Appliation (2) : mesures génériques portées par une lasse
homoline isolée
Voii d'autres onséquenes tirées de [4℄.
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Corollaire 8.12 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Il existe un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) tel que pour
tout f ∈ G et toute lasse de réurrene par haînes K de f , qui est isolée dans R(f), toute mesure
de probabilité invariante supportée sur K est limite faible de mesures de probabilité supportées
sur des orbites périodiques de K.
En eet, la propriété est vériée pour les mesures ergodiques d'après le lemme de fermeture
ergodique (théorème 4.1). Les orbites périodiques appartiennent néessairement àK. Les mesures
invariantes non ergodiques sont approhées par des baryentres de mesures ergodiques et on
onlut en utilisant la propriété du baryentre.
On en déduit le résultat suivant, démontré par Sigmund [164℄ dans le as des ensembles
hyperboliques loalement maximaux transitifs et annoné par Mañé [95℄.
Théorème 8.13 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Il existe un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) tel que pour
tout f ∈ G et toute lasse de réurrene par haînes K de f , qui est isolée dans R(f), l'ensemble
des mesures de probabilité invariantes µ supportées dans K ontient un Gδ dense de mesures qui
sont :
 ergodiques,
 de support total (Supp(µ) = K),
 d'entropie nulle,
 hyperboliques,
 et dont la déomposition d'Oseledets TxM = E1 ⊕ · · · ⊕Es en µ-presque tout point s'étend
à l'espae tangent au-dessus de K en une déomposition dominée.
Voii une onséquene du théorème préédent et de la proposition 5.10.
Corollaire 8.14 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Pour toute lasse homoline isolée H(O) d'un
diéomorphisme C1-générique et toute mesure générique µ supportées sur H(O), presque tout
point possède une variété stable et une variété instable.
Utilisant la spéiation, Díaz et Gorodetski [53℄ obtiennent l'existene de mesures ergodiques
non hyperboliques.
Théorème 8.15 (Díaz-Gorodetski). Il existe un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) tel que pour tout f ∈ G
toute lasse homoline ontenant des points périodiques d'indies diérents ontient également
une mesure invariante ergodique ayant au moins un exposant de Lyapunov nul.
8.6 Appliation (3) : dynamique universelle
Pour k ≥ 1, notons Dk la boule standard fermée unité de Rk et DiffrInt,+(D
k) l'espae des
plongements Cr préservant l'orientation de Dk dans l'intérieur d'elle-même, muni de la topologie
Cr, r ∈ [0,+∞].
Un diéomorphisme est k-universel si sa dynamique ontient les dynamiques assoiées à une
partie dense d'éléments de Diff1Int,+(D
k). Donnons une dénition plus préise.
Dénition 8.16. Considérons un entier 1 ≤ k ≤ d. Un diéomorphisme f ∈ Diff1(M) est
k-universel au voisinage d'un ensemble ompat invariant K par f si pour tout ouvert O ⊂
Diff1Int,+(D
k) et tout voisinage U de K, il existe un plongement ϕ : Dk → M et un entier ℓ ≥ 1
vériant :
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1. l'image D de Dk dans M est disjointe de ses ℓ− 1 premiers itérés,
2. les ensembles f i(D), i ∈ {0, . . . , ℓ− 1} sont ontenus dans U ,
3. f ℓ(D) est ontenu dans D et l'appliation ϕ−1 ◦ f ℓ ◦ ϕ dénie sur Dk appartient à O.
Lorsque K =M nous dirons simplement que f est k-universel.
Remarque 8.17. 1. Si f est k-universel au voisinage de K, l'appliation f−1 l'est également
puisque pour tout diéomorphisme h ∈ Diff1Int,+(D
k), il existe g ∈ Diff1Int,+(D
k) tel que
l'image de la boule standard
1
2D
k
de rayon 1/2 par g ontient dans son intérieur 12D
k
et
l'appliation x 7→ 2.g−1(x/2) oïnide ave h sur Dk.
2. Les dynamiques génériques d-universelles sur une variété de dimension d sont les dyna-
miques génériques les plus ompliquées puisqu'elles ontiennent toutes les pathologies asso-
iées aux diéomorphismes génériques de Diff1Int,+(D
d) : lorsque d ≥ 3, une telle dynamique
possède une innité de puits et de soures, des yles hétérodimensionnels robustes, des
tangenes homolines robustes,...
Voii un ritère [28℄ d'existene de dynamique universelle.
Théorème 8.18 (Bonatti-Díaz). Il existe un Gδ dense de Diff
1(M) dont les difféomorphismes
sont d-universels au voisinage de toute lasse homoline H(O) vériant les propriétés suivantes :
 H(O) n'a pas de déomposition dominée non triviale,
 H(O) ontient des orbites périodiques {x, f(x), . . . , f τ−1(x)} dont le jaobien à la période
|detDf τx | est de module stritement plus grand que 1, et des orbites dont le jaobien moyen
à la période est de module stritement plus petit que 1.
Idée de la démonstration. On utilisera le lemme élémentaire suivant (voir [78, Chapitre 8℄).
Lemme 8.19. Pour tout k ≥ 1, et tout élément h ∈ Diff∞Int,+(D
k), il existe une appliation
diérentiable H : Rk × [0, 1]→ Rk telle que
 pour tout t ∈ [0, 1], ht = H(., t) est un diéomorphisme de Rk qui oïnide ave l'identité
hors d'une partie ompate de Rk ;
 h0 est l'identité de Rk ;
 la restrition de h1 à Dk oïnide ave h.
Démonstration du lemme. On peut se ramener au as où h xe 0.
On onstruit tout d'abord une appliation H : Dk × [0, 1]→ Rk de lasse C∞ telle que h0 est
l'identité sur Dk et h1 oïnide ave h sur Dk. En eet, on peut hoisir un hemin diérentiable
dans GL(n,R) entre Id et D0h paramétré par [0, 1/2]. Pour s ∈ (0, 1/2], on dénit hs+1/2 omme
restrition à Dd de l'appliation x 7→ s−1.h(s.x).
En diérentiant l'appliation (x, t) 7→ (ht(x), t) on obtient un hamps de veteurs de la forme
( ∂∂tht, 1). En l'étendant au moyen d'une partition de l'unité, on dénit un hamps de veteurs
dépendant du temps (Xt)t∈[0,1] sur Rd à support ompat. L'appliation H est alors le ot
assoié.
Considérons un voisinage ouvert U de H(O) et un élément h ∈ Diff∞Int,+(D
d).
En utilisant le théorème 8.9, on déduit qu'il existe dans H(O) un ensemble dense de points
périodiques {x, f(x), . . . , f τ−1(x)} dont le jaobien detDf τx est positif et dont le jaobien moyen
à la période (detDf τx )
1/τ
est arbitrairement prohe de 1. On peut aussi hoisir et ensemble
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pour qu'il ait la propriété de spéiation. Puisque H(O) n'a pas de déomposition dominée,
il existe (théorème 8.3) une telle orbite périodique {x, f(x), . . . , f τ−1(x)} et une perturbation
arbitrairement petite f1 de f pour laquelle Dxf
τ
1 est une homothétie. Puisque le jaobien moyen
à la période de l'orbite de x est prohe de 1, on peut aussi perturber pour que Dxf
τ
1 soit l'identité
de TxM . Une nouvelle perturbation f2 permet de réer un plongement ϕ0 : Dd →M vériant les
propriétés 1 et 2 de la dénition 8.16 et telle que f τ2 oïnide ave l'identité sur D0 = ϕ0(D
d).
D'après le lemme 8.19, il existe une famille de diéomorphismes (ht)t∈[0,1] de Rd et ρ > 0 tels
que h0 = Id, h1 oïnide ave h sur Dd et pour tout t ∈ [0, 1] le support du diéomorphisme ht
soit ontenu dans la boule de rayon ρ. On hoisit alors un entier L ≥ 1 susamment grand pour
que haque diéomorphisme gi := h(i+1)/L ◦ h
−1
i/L pour 0 ≤ i < L soit arbitrairement prohe de
l'identité de Rd en topologie C1. Nous avons ainsi fragmenté le diéomorphisme h :
h1 = gL−1 ◦ · · · ◦ g0.
On peut perturber f2 en un diéomorphisme f3 ayant les mêmes propriétés sauf que ϕ
−1
0 ◦
f τ3 ◦ϕ0 oïnide ave la rotation R d'angle 1/L ∈ [0, 1] sur D
d
. Si L est susamment grand, ette
perturbation de f3 est susamment petite. Il existe une boule B ⊂ D3 disjointe de ses L − 1
premiers itérés par R : 'est l'image de la boule standard ρ.Dd de rayon ρ par une homothétie
T . Sur ϕ0(R
i(B)), pour 0 ≤ i < L, on remplae f3 par la omposition
f3 ◦ (ϕ0 ◦R
i ◦ T ) ◦ gi ◦ (T
−1 ◦R−i ◦ ϕ−10 ).
Par onstrution, ette appliation f4 est une petite perturbation de f dans Diff
1(M). Si l'on pose
ℓ = L.τ , la boule ϕ0(B) est ℓ-périodique, disjointe de ses ℓ− 1 premiers itérés et le plongement
ϕ = ϕ0 ◦ T envoie Dd sur une boule D ⊂ B et vérie h = ϕ−1 ◦ f ℓ4 ◦ ϕ sur D
d
.
Puisque Diff∞Int,+(D
d) est dense dans Diff1Int,+(D
d), nous avons montré que pour tout dif-
féomorphisme f ayant une lasse homoline H(O) vériant les hypothèse du théorème 8.18,
pour tout voisinage U de H(O), pour tout ouvert non vide O ⊂ Diff1Int,+(D
d), il existe une
perturbation h′ ∈ Diff1(M) de f et un plongement ϕ : Dd →M tel que les propriétés 1, 2, 3 de la
dénition 8.16 soient satisfaites. On onlut la démonstration par un argument de génériité.
Les onstrutions de la setion 7.9 montrent que pour toute variété M de dimension d ≥ 3,
il existe un ouvert non vide O ⊂ Diff1(M) de diéomorphismes ayant une lasse homoline qui
vérie les propriétés du théorème 8.18. Voii une onséquene.
Corollaire 8.20. Pour toute variété de dimension d ≥ 3, il existe un ouvert non vide O ⊂
Diff1(M) et un Gδ dense de O formé de diéomorphismes qui sont d-universels au voisinage
d'une lasse homoline H(O).
Les dynamiques d-universelles impliquent l'existene de lasses apériodiques.
Proposition 8.21 (Bonatti-Díaz). Pour d ≥ 3, il existe un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) tel que tout
diéomorphisme d-universel f ∈ G possède un ensemble non dénombrable de lasses apériodiques
qui sont stables au sens de Lyapunov pour f et pour f−1.
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Démonstration. Il existe un ouvert O ⊂ Diff1Int,+(D
d) de diéomorphismes ayant une lasse
homoline H(O) vériant les propriétés du théorème 8.18. En appliquant indutivement le théo-
rème 8.18, on en déduit qu'il existe une suite de plongements ϕn : Dd → M et d'entiers ℓn tels
que pour tout n ≥ 1 :
 l'image Dn = ϕn(Dd) est disjointe de ses ℓn premiers itérés et vérie f ℓn(Dn) ⊂ Int(Dn)
pour n pair et f−ℓn(Dn) ⊂ Int(Dn) pour n impair ;
 le supremum des diamètres des ensembles fk(ϕn(Dd)) pour n ≥ 1 et |k| ≤ ℓn tend vers 0
lorsque n→ +∞ ;
 ϕ−1n ◦ f
ℓnϕn pour n pair et ϕ
−1
n ◦ f
−ℓnϕn pour n impair appartiennent à O ;
 la suite (Dn) est déroissante.
L'intersetion déroissante
K =
⋂
n
⋃
0≤k<ℓn
fk(Dn)
possède une base de voisinages attratifs pour f et une base de voisinages attratifs pour f−1.
Par onséquent K est une lasse de réurrene par haînes qui est stable au sens de Lyapunov
pour f et f−1. Par onstrution elle n'a pas de point périodique.
Remarquons que dans haque orbite Dn ∪ · · · ∪ f
ℓn−1(Dn) on peut hoisir deux orbites
D+n+1, . . . , f
ℓ+n+1−1(D+n+1) etD
−
n+1, . . . , f
ℓ−n+1−1(D−n+1) disjointes. Il existe don une olletion non
dénombrable de suites (Dn) ayant les propriétés énonées i-dessus qui engendrent des lasses
apériodiques deux à deux disjointes.
Remarque 8.22. Les lasses apériodiques ainsi obtenues sont des odomètres. En partiulier, leur
dynamique est minimale, uniquement ergodique.
8.7 Mélangeurs, obtention de bifurations robustes
Dans le adre des dynamiques C1-génériques, Bonatti et Díaz ont identié [28, 31℄ un mé-
anisme (les mélangeurs) permettant de onstruire des yles hétérodimensionnels robustes. On
peut se demander si tout diéomorphisme ayant un yle hétérodimensionnel peut être approhé
par un diéomorphisme ayant un yle hétérodimensionnel robuste.
Théorème 8.23 (Bonatti-Díaz). Il existe un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) tel que, tout f ∈ G ayant
deux orbites périodiques hyperboliques O1, O2 d'indies diérents et ontenues dans une même
lasse de réurrene par haînes possède un yle hétérodimensionnel robuste.
Le yle hétérodimensionnel robuste est ontenu dans un petit voisinage de la lasse H(O1) =
H(O2). (Dans les bons as, il appartient à la lasse.)
Bonatti et Díaz ont annoné [32℄ pouvoir rendre robuste une tangene homoline liée à une
lasse homoline ayant plusieurs indies. Cei omplète le théorème 7.15.
Théorème 8.24 (Bonatti-Díaz). Il existe un Gδ dense G ⊂ Diff
1(M) tel que pour tout f ∈ G et
toute lasse homoline H(O) ontenant un point périodique d'indie diérent de O, la dihotomie
(robuste) suivante est vérié :
 O possède une tangene robuste,
 il existe une déomposition dominée TH(O)M = E ⊕ F telle que dim(E) = dim(E
s(O).
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8.8 Problèmes
Au ours des hapitres 7 et 8, nous avons obtenu des résultats d'existene d'orbites pério-
diques par bifuration de la dynamique au sein d'une lasse de réurrene par haînes K. Nous
pouvons distinguer trois sortes d'orbites périodiques :
 les orbites périodiques ontenues dans la lasse K,
 elles qui sont prohes de K en topologie de Hausdor,
 elles ontenues dans un voisinage de K.
a) Complétude des indies. Par exemple, le orollaire 8.10 donne des informations sur l'en-
semble des indies d'une lasse homoline. Nous pouvons naturellement formuler des questions
sur l'ensemble des indies des orbites périodiques ontenues dans un voisinage d'une lasse ho-
moline. Le problème de l'existene de lasses pelliulaires (question 6.5) onsiste à dérire le
lien entre l'ensemble des indies d'une lasse et l'ensemble des indies des orbites périodiques
prohes de la lasse.
Question 8.25. Supposons que f vérie une ondition C1-générique et soit K une lasse de
réurrene par haînes.
 Supposons que K soit limite de Hausdor d'orbites périodiques d'indie i et j > i. Est-elle
également limite d'orbites d'indie ℓ pour tout i < ℓ < j ?
 Supposons qu'une partie de K soit limite de Hausdor d'orbites périodiques d'indie i.
Est-e également le as de la lasse K toute entière ?
Cette seonde question est bien sûr reliée à la question 4.13. Une réponse positive permettrait
à partir de la remarque 7.14 de répondre à la question 7.19. (Voir aussi la disussion de la
setion 9.4)
b) Dynamique au sein des lasses homolines. Il serait très intéressant d'étendre le o-
rollaire 8.12 aux lasses homolines non isolées. Les résultats de e hapitre montrent que l'on
peut se ramener au as des mesures ergodiques.
Question 8.26. Supposons que f vérie une ondition C1-générique et soit H(O) une lasse
homoline de f .
Les mesures ergodiques supportées par H(O) sont-elles limites faibles de mesures de probabilité
invariantes supportées par des orbites périodiques de H(O) ?
Un tel lemme de fermeture ergodique au sein des lasses homolines permettrait par exemple
de répondre à la question 7.19 ainsi qu'à la question 4.13 pour les lasses homolines.
Nous avons une ompréhension relativement ne des orbites périodiques à l'intérieur d'une
lasse homoline, mais la dynamique reste mal omprise, en partiulier les questions de théorie
ergodique.
Question 8.27. Considérons une lasse homoline H(O) d'un diéomorphisme C1-générique.
Existe-t-il une mesure d'entropie maximale ?
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) Importane des yles hétérodimensionnels. Tous les exemples onnus de dynamiques
robustement non hyperboliques possèdent un yle hétérodimensionnel. Bonatti et Díaz [31℄ ont
onjeturé que 'ést toujours le as.
Conjeture d'hyperboliité (Bonatti-Díaz). Tout diéomorphisme peut être approhé dans
Diff1(M) par un diéomorphisme qui est hyperbolique ou possède un yle hétérodimensionnel
robuste.
Cette onjeture onerne exlusivement la topologie C1 puisqu'elle n'est pas vériée par les
diéomorphismes C2 des surfaes (du fait du phénomène de Newhouse). Une étape dans ette
diretion serait de montrer que la présene de tangenes homolines implique l'existene de yles
hétérodimensionnels.
On peut énoner des versions semi-loales de ette onjeture.
Question 8.28. Supposons que f vérie une ondition C1-générique.
Est-e que tout voisinage d'un ensemble transitif par haîne non hyperbolique ontient un
yle hétérodimensionnel robuste ?
Est-e que toute lasse homoline non hyperbolique ontient un yle hétérodimensionnel ro-
buste ?
d) Dynamique sur les surfaes. Le théorème 3.7 montre que sur toute variété de dimension
supérieure ou égale à 3, il existe des ouverts C1 de diéomorphismes non hyperboliques. Cette
question reste ouvert en dimension 2. Smale a onjeturé 2 que e n'était pas le as. C'est un as
partiulier de la onjeture d'hyperboliité.
Conjeture (Smale). Lorsque dim(M) = 2, l'ensemble des diéomorphismes hyperboliques est
dense dans Diff1(M).
e) Tangenes robustes. Par analogie ave les yles hétérodimensionnels [31℄, on aimerait
savoir dans quelle mesure un diéomorphisme présentant une tangene homoline est approhé
par des diéomorphismes ayant des tangenes robustes.
Question 8.29. Considérons un ouvert U ⊂ Diff1(M) qui ontient un ensemble dense de dif-
féomorphismes présentant une tangene homoline. Existe-t-il un diéomorphisme dans U qui
possède une tangene robuste ?
Cette question peut-être déomposée en deux sous-problèmes (voir [5, 22℄).
Question 8.30. Considérons un diéomorphisme C1-générique qui est limite de difféomorphis-
mes ayant une tangene homoline. Existe-t-il une lasse homoline H(O) sans déomposition
dominée TH(O)M = E ⊕ F ave dim(E) = dim(E
s(O)) ?
Question 8.31. Considérons un diéomorphisme C1-générique et une lasse homoline H(O)
n'ayant pas de déomposition dominée TH(O) = E ⊕ F ave dim(E) = dim(E
s(O)). Est-e que
O possède une tangene robuste ?
2
Je n'ai pas trouvé de trae de ette onjeture sur les surfaes. Au début des années 1960, il a expliitement
posé le problème de la densité des dynamiques struturellement stables [167℄. Dans ses textes réents [174, 175℄,
Smale onjeturait la densité des dynamiques hyperboliques pour les endomorphismes en dimension 1.
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Sur les surfaes, le théorème 7.9 montre qu'il n'y a pas de tangene robuste et une réponse
positive à la question 8.29 entraînerait la onjeture de Smale. Une approhe possible onsiste à
ontrler les points ritiques de la dynamique : il résulte du travail de Pujals et Sambarino [149℄
que les diéomorphismes de surfae génériques et non hyperboliques possèdent des lasses sans
déomposition dominée. Lorsque la dynamique sur une telle lasse est dissipative (le jaobien de
toute mesure invariante est stritement négatif), Pujals et Rodriguez-Hertz [148℄ ont introduit un
ensemble ritique : un ensemble fermé tel que tout ompat invariant transitif qui ne le renontre
pas est un puits ou possède une déomposition dominée.
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Chapitre 9
Dynamique loin des tangenes
homolines : modèles entraux
L'un des objetifs de e hapitre est l'étude des dynamiques qui ne peuvent pas être approhés
par des diéomorphismes ayant des tangenes homolines. Une motivation est la onjeture de
Palis présentée en setion 9.1.
Un aspet fondamental de ette approhe onsiste à omprendre la dynamique le long d'un
bré de dimension un. Lorsque les exposants de Lyapunov sont nuls pour toute mesure invariante,
la dynamique de l'appliation tangente donne très peu d'informations. Nous développons de
nouveaux outils, introduits dans [50, 51℄ pour obtenir des propriétés d'hyperboliité topologique
ou pour trouver des obstrutions à l'hyperboliité qui apparaissent sur les orbites périodiques.
Nous utilisons les modèles entraux pour montrer [50℄ que tout diéomorphisme peut être
approhé dans Diff1(M) par un diéomorphisme Morse-Smale ou par un diéomorphisme ayant
une intersetion homoline transverse. Nous établissons un résultat [51℄ en diretion de la onje-
ture de Palis : tout diéomorphisme qui ne peut pas être approhé dans Diff1(M) par un dif-
féomorphisme ayant une tangene homoline ou un yle hétérodimensionnel est partiellement
hyperbolique : l'ensemble réurrent par haînes se déompose en un nombre ni d'ensembles
ompats invariants partiellement hyperboliques dont le bré entral est de dimension au plus
égale à deux. Finalement, nous étudions les quasi-attrateurs des dynamiques génériques loin des
tangenes homolines : en partiulier, J. Yang a montré [188℄ que e sont des lasses homolines.
9.1 Méanismes versus phénomènes
Un des buts de l'étude des diéomorphismes C1-génériques est de struturer l'espae des
diéomorphismes en fontion des types de dynamiques qui apparaissent. Voir [161, 173℄. Par
exemple, les diéomorphismes hyperboliques peuvent être lassés en trois ouverts de omplexité
roissante : les diéomorphismes Morse-Smale, les diéomorphismes struturellement stables et
les diéomorphismes Ω-stables. Plus généralement, on herhe des parties (de préférene ouvertes)
de l'espae des diéomorphismes pour lesquelles la dynamique peut être dérite globalement, ave
un degré de préision variable : on peut simplement herher à dérire la déomposition en lasses
de réurrene par haînes (Est-elle nie ? sans lasse apériodiques ?...) ou vouloir omprendre la
dynamique au sein de haque lasse de réurrene par haînes.
Une autre approhe onsiste à aratériser les ouverts préédément introduits en exhibant
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des obstrutions qui apparaissent dans leur omplémentaire. Par exemple, nous verrons en se-
tion 9.10 que l'ensemble des diéomorphismes ayant une intersetion homoline non triviale est
dense dans le omplémentaire de l'ensemble (ouvert) des dynamiques Morse-Smale.
On herhe des obstrutions qui soient simples et failes à déteter (en général mettant en
jeu des orbites périodiques). Elle ne dérivent pas la dynamique de façon satisfaisante puisque e
sont souvent des bifurations loales, mais elles peuvent engendrer une modiation importante
de la dynamique. Une telle déomposition de l'espae des diéomorphismes en parties possédant
un ensemble dense de bifurations et en ouverts de dynamiques globalement bien dérite est
appelée par E. Pujals déomposition par méanismes et phénomènes.
9.2 Caratérisation des dynamiques hyperboliques
Un autre exemple de dihotomie est une des onjeture proposée par Palis [116, 117, 118℄ qui
herhe à aratériser l'ouvert des dynamiques hyperboliques.
Conjeture (Palis). Tout diéomorphisme peut être approhé dans Diff1(M) par un difféomor-
phisme hyperbolique ou par un difféomorphisme qui présente une tangene homoline ou un yle
hétérodimensionnel.
Nous verrons au hapitre 10 que ette onjeture a été résolue sur les surfaes par Pujals
et Sambarino. Une réponse positive à la onjeture d'hyperboliité entraînerait la onjeture de
Palis. (Préisons toutefois que la onjeture de Palis a été également formulée en régularité Ck,
k > 1 et que la onjeture d'hyperboliité n'est pas satisfaite dans e adre.) Nous allons voir
maintenant que ette onjeture peut être généralisée d'une autre façon.
Notation. Par la suite, nous noterons T l'ensemble des diéomorphismes ayant une tangene
homoline et C l'ensemble de eux qui possèdent un yle hétérodimensionnel.
La onjeture de Palis est vériée si l'on se restreint aux diéomorphismes dont le nombre
de lasse de réurrene par haînes est robustement ni (voir [1, 60℄).
Théorème 9.1 (Abdenur,Gan-Wen). Tout diéomorphisme peut être approhé dans Diff1(M)
par un diéomorphisme g ayant l'une des propriétés suivantes :
 g est hyperbolique,
 g présente un yle hétérodimensionnel,
 g possède une innité de lasses de réurrene par haînes.
Démonstration. Considérons un diéomorphisme f qui ne peut pas être approhé par un diffé-
omorphisme ayant une innité de lasses de réurrene par haînes. Quitte à le perturber, on
peut supposer qu'il vérie une ondition de génériité. En partiulier, ses lasses sont des lasses
homolines H(p1), . . . ,H(pk) et tout difféomorphisme prohe de f possède exatement k lasses
de réurrene par haînes.
Supposons que la lasse H(pi) (non triviale) n'est pas hyperbolique. Nous montrons que par
perturbation, il est possible de réer au voisinage deH(pi) un point périodique q d'indie diérent
de l'indie de pi. Par hypothèse le point q appartient à la même lasse que pi et une nouvelle
perturbation permet alors de réer par perturbation un yle hétérodimensionnel (setion 3.3).
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Si la déomposition du bré tangent au-dessus des orbites périodiques homoliniquement
reliée à pi en espaes stables et instables n'est pas uniformément dominée, le théorème 7.3 permet
de onlure diretement.
Si H(pi) possède une déomposition dominée TH(pi) = E ⊕ F ave dim(E) = dim(E
s(pi)),
et si par exemple le bré E n'est pas uniformément ontraté, il existe une mesure ergodique
supportée sur H(pi) ayant un exposant de Lyapunov selon E positif ou nul. Le théorème 4.1 et
son addendum permettent alors de réer un point périodique d'indie stritement plus petit que
dim(E).
Nous avons déjà mentionné l'existene de diéomorphismes C1-génériques dont le nombre de
lasses de réurrene par haînes n'est pas ni. Les exemples onnus sont toujours assoiés à la
présene de tangenes homolines et Bonatti a onjeturé [22℄ que 'est toujours le as. Cette
nouvelle onjeture entraînerait don la onjeture de Palis.
Conjeture de nitude (Bonatti). Il existe un ouvert dense de Diff1(M) \ T formé de diéo-
morphismes dont le nombre de lasses de réurrene par haînes est ni ?
Newhouse, Palis-Viana et Romero [109, 124, 159℄ ont montré que l'on obtient une innité
de puits ou de soures pour ertains diéomorphismes prohes des tangenes homolines. Une
réponse positive à la onjeture de nitude donnerait une réiproque en topologie C1 en répondant
à la question suivante.
Est-e que tout diéomorphisme C1-générique présentant le phénomène de Newhouse peut être
approhé par un diéomorphisme ayant une tangene homoline ?
9.3 Dynamiques non ritiques
La disussion qui préède motive l'étude des diéomorphismes (non hyperboliques) loin des
tangenes homolines. Nous onnaissons plusieurs lasses d'exemples :
 ertaines dynamiques de type dérivé d'Anosov dérites en setion 5.10,
 les dynamiques prohes du temps 1 d'un ot d'Anosov ou du produit d'un diéomorphisme
d'Anosov par l'identité sur le erle [28℄.
Une lasse d'exemples est fournie par la onstrution de Mañé (setion 5.10). La démonstration
du théorème 9.1 nous montre que, pour de telles dynamiques, toute lasse homoline non hy-
perbolique est aumulée par des points périodiques d'indies diérents. La question prinipale
onsiste alors à omprendre si es points appartiennent tous à une même lasse (on obtient ainsi
des yles hétérodimensionnels par perturbation) ou si le diéomorphisme possède une innité
de lasses distintes.
Pour des dynamiques loin des tangenes homolines, le théorème 7.6 montre que la déom-
position du bré tangent en espaes stables et instables au-dessus des orbites périodiques est
uniformément dominée. Le théorème 7.1 implique que tout bré qui n'est pas uniformément
ontraté ou dilaté permet de hanger l'indie d'orbites périodiques. Une réponse positive à
la onjeture de nitude permettrait don de répondre armativement au problème suivant
(voir [6℄).
Question 9.2. Existe-t-il un Gδ dense de Diff
1(M) \ T formé de diéomorphismes dont toutes
les lasse homolines H ont une déomposition dominée
THM = E
s ⊕Ec ⊕ Eu,
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où Es et Eu sont uniformément ontratés et dilatés et où dim(Es) et dim(Es ⊕ Ec) sont res-
petivement le plus petit et le plus grand indie de la lasse H ?
9.4 Ensembles minimaux non hyperboliques
Considérons un diéomorphisme f non hyperbolique. Il possède un ensemble transitif par
haînes K qui n'est pas hyperbolique. On peut hoisir K minimal pour l'inlusion : un tel
ensemble est alors appelé ensemble minimal non hyperbolique.
Lorsque f appartient à Diff1(M) \ T , le théorème 5.17 implique le résultat suivant [61℄ qui
est une première réponse loale à la question 9.2.
Théorème 9.3 (Gan-Wen-Yang). Pour tout diéomorphisme non hyperbolique f appartenant à
un Gδ dense de Diff
1(M) \ T , tout ensemble minimal non hyperbolique K admet une déompo-
sition dominée
TKM = E
s ⊕ Ec1 ⊕ · · · ⊕ E
c
k ⊕E
u,
telle que Es et Eu sont uniformément ontratés respetivement par f et f−1 et haque bré
entral Eci est de dimension 1.
Pour tout i ∈ {1, . . . , k}, l'ensemble K est limite de Hausdor d'une suite d'orbites pério-
diques (On) dont l'exposant de Lyapunov le long de E
c
i est arbitrairement prohe de 0. Lorsque
k > 1, K est ontenu dans une lasse homoline H(p) et on peut hoisir les orbites On dans
H(p).
En partiulier lorsque f est loin des yles hétérodimensionnels, une lasse homoline possède
un unique indie (setion 3.3). La dimension entrale est don égale à 1 ou 2.
Corollaire 9.4 (Wen [183℄). Pour tout diéomorphisme non hyperbolique f appartenant à un Gδ
dense de Diff1(M) \T ∪ C, tout ensemble minimal non hyperbolique K admet une déomposition
dominée de type TKM = E
s ⊕Ec ⊕Eu ou TKM = E
s ⊕Ec1 ⊕E
c
2 ⊕E
u
, telle que Es et Eu sont
uniformément ontratés respetivement par f et f−1 et haque bré entral Ec ou Ec1, E
c
2 est de
dimension 1.
Dans le deuxième as, K est ontenu dans une lasse homoline d'indie dim(Es) + 1.
Démonstration du théorème 9.3. Le orollaire 7.7 implique que pour tout 1 ≤ i < d, l'ensemble
Peri(f) des points périodiques de f d'indie i a une déomposition dominée TPeri(f)M = Ei⊕Fi
telle que dim(Ei) = i. En partiulier, le théorème 5.17 s'applique.
Si K est ontenu dans une lasse apériodique (en onsidérant par exemple la déomposition
dominée triviale TKM = E) seul le troisième as du théorème 5.17 peut avoir lieu : K ontient
un ensemble partiellement hyperbolique Λ ayant un bré entral de dimension 1. Puisque K est
un ensemble minimal non hyperbolique, il oïnide ave Λ.
Si K est ontenu dans une lasse homoline H, le théorème 5.17 assure que l'ensemble des
indies de H est un intervalle. Cei entraîne l'existene d'une déomposition dominée
THM = F0 ⊕ F
c
1 ⊕ · · · ⊕ F
c
ℓ ⊕ Fℓ+1,
telle que les brés F ci soient de dimension 1 et telle que H ne ontienne pas de point d'indie
i < dim(F0) ou i > d− dim(Fℓ+1). On peut supposer de plus que dim(F0) et d− dim(Fℓ+1) sont
minimales pour es propriétés.
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Si F0 n'est pas uniformément ontraté au-dessus de K, nous envisageons les trois as du
théorème 5.17.
 Le premier as n'apparaît pas puisque H ne ontient pas de point d'indie i < dim(F0).
 Dans le seond as, H ontiendrait des points périodiques d'indie dim(F0) ayant un expo-
sant de Lyapunov stable prohe de 0. Puisque H est une lasse homoline, l'ensemble de es
points périodiques est dense dans H. Le théorème 5.17 implique alors que F0 possède une
déomposition dominée F0 = E ⊕ E
c
telle que dim(Ec) = 1. Cei ontredit la minimalité
de dim(F0).
 Dans le troisième as, l'ensemble K = Λ est partiellement hyperbolique et la dimension du
bré entral vaut 1.
Nous obtenons don une déomposition dominée TKM = E
s ⊕ Ec1 ⊕ · · · ⊕ E
c
k ⊕ E
u
où Es et
Eu sont uniformément ontraté et dilaté et où haque bré Eci est de dimension 1 et n'est pas
uniformément ontraté ni dilaté.
Si l'on suppose que k > 1, le troisième as du théorème 5.17 n'a pas lieu. Le théorème appliqué
à la déomposition (Es ⊕Ec1)⊕ (E
c
2 ⊕ · · · ⊕E
u) pour f−1 montre alors que K est ontenu dans
une lasse homoline H ayant des orbites périodiques d'indie supérieur ou égal à dim(Es) + 1.
Appliquons le théorème à la déomposition (Es ⊕ Ec1)⊕ (E
c
2 ⊕ · · · ⊕ E
u) pour f :
 dans le premier as du théorème, H possède aussi des orbites périodiques d'indie dim(Es)
et, d'après le théorème 8.9, H ontient des orbites périodiques dont le (dim(Es) + 1)-ème
exposant est arbitrairement prohe de 0 ;
 dans le seond as, nous onluons diretement que H possède des orbites périodiques dont
le (dim(Es) + 1)-ème exposant est arbitrairement prohe de 0.
Passage du loal au global. Nous souhaitons étendre la déomposition dominée donnée par
le théorème 9.3 sur l'ensemble minimal non hyperbolique K à toute la lasse de réurrene par
haînes C ontenant K.
Pour haque déomposition dominée E ⊕ F sur K donnée par e théorème, il existe une
suite d'orbite périodiques (On) qui onvergent vers K en topologie de Hausdor et dont l'indie
est égal à dim(E). On peut espérer utiliser la transitivité par haînes de C pour onstruire
une suite d'orbites périodiques (O′n) ayant le même indie que les orbites On mais onvergeant
vers C. (Ce serait le as si les questions 8.25 ou 8.26 admettaient des réponses positives.) Si le
diéomorphisme f est loin des tangenes homolines, le orollaire 7.7 impliquerait alors que la
déomposition E ⊕ F s'étend à toute la lasse C.
La onstrution d'une telle suite d'orbites périodiques O′n est déliate et fait l'objet des résul-
tats prinipaux de e hapitre. Si l'on sait montrer que les orbites périodiques On appartiennent à
la lasse C, nous onluons diretement puisque C oïnide alors ave la lasse homoline H(On)
et ontient une orbite périodique du même indie que On qui est ε-dense dans C pour tout ε > 0.
9.5 Modèles entraux
a) Dénition
An de dérire la dynamique entrale pour un ensemble K ayant une déomposition dominée
TKM = E1 ⊕ E
c ⊕ E3 ave dim(E
c) = 1, nous introduisons le modèle suivant.
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Dénition 9.5. Un modèle entral est une paire (K̂, f̂) formée
 d'un espae ompat métrique K̂, (sa base),
 d'une appliation ontinue f̂ : K̂ × [0, 1]→ K̂ × [0,+∞),
satisfaisant les propriétés suivantes :
 f̂(K̂ × {0}) = K̂ × {0} ;
 f̂ est un homéomorphisme loal au voisinage de K̂×{0} : il existe une appliation ontinue
ĝ : K̂× [0, 1]→ K̂× [0,+∞) telle que f̂ ◦ ĝ et ĝ ◦ f̂ oïnident ave l'identité respetivement
sur ĝ−1(K̂ × [0, 1]) et f̂−1(K̂ × [0, 1]) ;
 f̂ est un produit bré de la forme f̂(x, t) = (f̂1(x), f̂2(x, t)).
Puisque K̂ × [0, 1] n'est pas préservé, la dynamique hors de K̂ × {0} n'est pas toujours bien
dénie. C'est pourtant ette partie qui nous intéresse ii.
Dénition 9.6.  Un sous-ensemble S ⊂ K̂ × [0,+∞) est une bande si pour tout x̂ ∈ K̂,
l'intersetion S ∩ {x̂} × [0,+∞) est un intervalle.
 Une bande ouverte S qui satisfait f̂(S) ⊂ S est dite attrative pour f̂ .
 Un intervalle {x̂} × [0, a] ave a > 0 est un segment réurrent par haînes s'il est ontenu
dans un ensemble ompat invariant transitif par haînes Λ ⊂ K̂ × [0,+∞).
Des arguments similaires à eux de Conley pour obtenir le théorème 1.1 donnent un ritère
d'existene de bandes attratives.
Proposition 9.7 (proposition 2.5 de [50℄ et proposition 2.2 de [51℄). Considérons un modèle
entral (K̂, f̂) dont la base est transitive par haînes. Il y a 4 as disjoints possibles.
 Les ensembles stables et instables par haînes de K̂ × {0} ne sont pas triviaux. De façon
équivalente, il existe un segment réurrent par haînes.
 Les ensembles stables et instables par haînes de K̂ × {0} sont triviaux. De façon équiva-
lente, il existe une base de voisinages de K̂ ×{0} par bandes attratives pour f̂ et une base
de voisinages de K̂ × {0} par bandes attratives pour f̂−1.
 L'ensemble instable par haînes est trivial, l'ensemble stable par haînes ontient un voisi-
nage de K̂ × {0}. Il existe alors une base de voisinages de K̂ × {0} par bandes attratives.
 L'ensemble stable par haînes est trivial, l'ensemble instable par haînes ontient un voisi-
nage de K̂ × {0}. (C'est le as symétrique du préédent.)
En partiulier, l'existene d'un segment réurrent par haînes est une propriété loale au voisinage
de K̂ × {0}.
b) Modèles entraux en dynamique diérentiable
Considérons un ensemble ompat f -invariant K ⊂ M ayant une déomposition dominée
TKM = E1 ⊕ E
c ⊕ E3 ave dim(E
c) = 1.
Dénition 9.8. Un modèle entral (K̂, f̂) est assoié à (K, f) s'il existe une appliation ontinue
π : K̂ × [0,+∞)→M ayant les propriétés suivantes :
 π(K̂ × {0}) = K ;
 π ◦ f̂ = f ◦ π sur K̂ × [0, 1] ;
 les appliations t 7→ π(x̂, t) pour x̂ ∈ K̂ forment une famille ontinues de plongements C1
de [0,+∞) dans M ;
 pour tout x̂ ∈ K̂, la ourbe π({x̂} × [0,+∞)) est tangente à Ecπ(bx,0).
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Deux as peuvent être distingués :
 Le as orientable. Il existe une orientation ontinue de Ec préservée par Df . Cei permet
de dénir les brés en demi-droites Ec,+ et Ec,−.
 Le as non orientable. Lorsque K est transitif par haînes, la dynamique induite par Df
sur le bré unitaire assoié à Ec est enore transitif par haînes.
Considérons une famille de plaques loalement invariante W et tangente à Ec, donnée par
le théorème 5.2. La dynamique de f se relève par W en une dynamique f̂ loalement dénie au
voisinage de la setion 0 ⊂ Ec. Dans le as orientable, on note K̂ = K et les brés Ec, Ec,+, Ec,−
s'identient à K × R, K × [0,+∞) et K × (−∞, 0] respetivement. Dans le as non orientable,
on note K̂ l'espae unitaire de Ec et on onsidère l'appliation surjetive K̂ × [0,+∞) → Ec
dénie par (x̂, t) 7→ t.x̂. Cei entraîne l'existene d'un modèle entral pour K.
Proposition 9.9 (proposition 3.2 de [50℄). Assoié à un ensemble ompat invariant K ayant
une déomposition dominée TKM = E1 ⊕E
c ⊕E3 ave dim(E
c) = 1, il existe un modèle entral
(K̂, f̂). Lorsque K est transitif par haînes, on peut hoisir K̂ transitive par haînes :
 dans le as non orientable, l'ensemble K̂ oïnide ave l'espae unitaire de Ec et π est la
restrition de la projetion Ec → K ;
 dans le as orientable, l'appliation π est un homéomorphisme et on peut hoisir l'orienta-
tion de haque ourbe π({x̂} × [0,+∞)) ompatible ave Ec,+.
) Classiation des dynamiques entrales
Supposons que K soit transitif par haînes. Considérons une famille de plaques loalement
invariante W et la dynamique f̂ induite par f sur un voisinage de la setion 0 dans Ec.
Nous obtenons les as suivants, non disjoints en général (voir la gure 9.1).
 Le type (R), réurrent par haînes. Pour tout ε > 0, il existe un point x ∈ K et un
segment γ ⊂ Wx ontenant x tel que tous les itérés f
n(γ), n ∈ Z, soient de longueur
bornée par ε et tel que γ est inlus dans un ensemble transitif par haînes ontenu dans le
ε-voisinage de K.
Une telle ourbe γ est appelée segment entral de K.
 Le type (N), neutre par haînes. Il existe une base de voisinages ouverts U de la setion
0 ⊂ Ec qui sont attratifs (i.e. f̂(U ) ⊂ U) et une base de voisinages répulsifs.
 Le type (H), hyperbolique par haînes. Il existe une base de voisinages ouverts de la
setion 0 ⊂ Ec qui sont attratifs pour f̂ (le as attratif ) ou pour f̂−1 (le as répulsif )
et dont l'image par W est respetivement ontenue dans l'ensemble stable par haînes ou
dans l'ensemble instable par haînes de K.
 Le type (P), parabolique par haînes. Nous sommes alors dans le as orientable. Trois
possibilités apparaissent.
 Le type (PSU). Quitte à renverser l'orientation sur E
c
, il existe une base de voisinages
ouverts de la setion 0 ⊂ Ec,+ qui sont attratifs pour f̂ et qui se projettent par W
dans l'ensemble stable par haînes de K ; il existe également une base de voisinages
ouverts de la setion 0 ⊂ Ec,− qui sont attratifs pour f̂−1 et qui se projettent par W
dans l'ensemble instable par haînes de K.
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 Les types (PSN) et (PUN ) respetivement. Quitte à renverser l'orientation sur E
c
, il
existe une base de voisinages ouverts de la setion 0 ⊂ Ec,+ qui sont attratifs pour
f̂ (resp. f̂−1) et qui se projettent par W dans l'ensemble stable (resp. instable) par
haînes deK ; il existe également une base de voisinages ouverts de la setion 0 ⊂ Ec,−
qui sont attratifs (i.e. f̂(U) ⊂ U) et une base de voisinages de 0 ⊂ Ec,− qui sont
répulsifs.
pp p p pp
PUNPSNPSUHNR
réurrent par haînes
neutre
hyperbolique par haînes parabolique
Fig. 9.1  Types de dynamiques entrales.
Le type de la dynamique entrale de dépend pas du hoix d'une famille de plaques W.
Proposition 9.10 (Corollaire 2.6 de [51℄). Considérons un ensemble ompat invariant K tran-
sitif par haînes muni d'une déomposition dominée TKM = E1 ⊕ E
c ⊕ E3 ave dim(E
c) = 1
et deux familles de plaques W,W ′ loalement invariantes tangentes à Ec. Alors les types de
dynamiques entrales assoiés à W,W ′ oïnident.
Les types du bré Ec seront don dénis omme étant les types de dynamiques entrales
assoié à un hoix de famille de plaques entrales loalement invariantes.
9.6 Lorsqu'un bré est dégénéré
Nous nous intéressons au as où le bré E3 est dégénéré : dans les bons as, l'ensemble K est
un puits ou bien le bré Ec est topologiquement répulsif.
Proposition 9.11 (proposition 2.7 de [51℄). Considérons un ensemble ompat invariant K
transitif par haînes muni d'une déomposition dominée TKM = E1 ⊕ E
c
ave dim(Ec) = 1. Si
Ec est de type (N), (H)-attratif ou (P), l'ensemble K ontient un point périodique.
En partiulier si f est un diéomorphisme Kupka-Smale, le bré Ec ne peut pas avoir les
types (P) ou (N). S'il est de type (H)-attratif, l'ensemble K est un puits.
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Si f satisfait une ondition de génériité, le type (R) ne peut pas non plus apparaître1. On
en déduit la proposition suivante.
Proposition 9.12. Si f appartient à un Gδ dense de Diff
1(M) et si K est un ensemble om-
pat invariant transitif par haînes muni d'une déomposition dominée TKM = E1 ⊕ E
c
ave
dim(Ec) = 1, alors ou bien K est un puits, ou bien Ec est de type (H)-répulsif.
Lorsque f est de lasse C2, Pujals et Sambarino remplaent l'hypothèse de génériité par un
argument à la Denjoy-Shwartz. En voii une re-formulation.
Théorème 9.13 (Pujals-Sambarino, setion 3.3 de [149℄ et théorème 3.1 de [150℄). Considé-
rons un ensemble ompat invariant muni d'une déomposition dominée TKM = E1 ⊕ E
c
ave
dim(Ec) = 1 et W une famille de plaques loalement invariante tangente à Ec. Si f est de lasse
C2, l'un des as suivants se produit.
a) K ontient un point périodique dont l'exposant selon Ec est négatif ou nul.
b) K ontient une ourbe fermée C tangente au bré Ec et invariante par un itéré fn, n ≥ 1.
La dynamique sur la ourbe est onjuguée à une rotation irrationnelle.
) La dynamique entrale de K est stable au sens de Lyapunov pour f̂−1 :
 pour tout δ > 0, il existe ε > 0 tel que pour tout x ∈ K, les itérés négatifs du ε-voisinage
de x dans Wx sont tous de taille inférieure à δ ;
 pour tout x ∈ K, il existe η(x) > 0 tel que le η(x)-voisinage de x dans Wx est ontenu
dans l'ensemble instable de x.
Remarque 9.14. Lorsque K est transitif par haînes, on peut ompléter le as ) de la proposition
préédente et garantir que le bré Ec est de type (H)-répulsif, omme pour la proposition 9.12.
En eet, la dynamique entrale ne peut posséder de bandes attratives ontenues dans un
voisinage arbitrairement petit de la setion O ⊂ Ec (puisque, d'après l'item ), haque point de
K possède une variété instable tangente à Ec).
Il ne peut y avoir non plus de segment transitif par haînes γ : d'après le théorème 3.1 de [150℄,
quitte à remplaer γ par son ensemble ω-limite, γ est une ourbe périodique bordée par un point
périodique hyperbolique p ∈ K d'indie d−1 et un point périodique q ayant un exposant négatif
ou nul selon Ec. Il doit alors exister une pseudo-orbite de segments entraux (γn)0≤n≤s au-dessus
d'une pseudo-orbite (xn) de K vériant γ0 = γ et |γs| = 0. Cei implique que K ontient un
point périodique ayant un exposant négatif ou nul selon Ec.
9.7 Dynamique entrale réurrente par haînes
Lorsque K est partiellement hyperbolique ave un bré entral réurrent par haînes, on en
déduit failement que ertaines orbites périodiques sont ontenues dans la lasse de réurrene
par haînes de K.
Proposition 9.15 (setion 3.3 de [50℄ et proposition 4.1 de [51℄). Si f appartient à un Gδ dense
de Diff1(M) et si K est un ensemble ompat transitif par haînes ayant une déomposition
dominée TKM = E
s ⊕ Ec ⊕ Eu telle que
1
Voir [51, proposition 4.3℄ ; l'énoné suppose E1 uniformément ontraté, mais la démonstration ne l'utilise
pas.
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 Es et Eu sont uniformément ontratés par f et f−1 respetivement,
 Ec est de dimension 1 et de type (R),
alors tout voisinage de K ontient une orbite périodique appartenant à la même lasse de réur-
rene par haînes que K.
Plus préisément, il existe un voisinage U de K tel que pour tout segment entral γ de K
ayant ses itérés ontenus dans U , pour tout point z ∈ γ qui n'est pas une extrémité et pour toute
orbite périodique hyperbolique O ⊂ U ayant un point susamment prohe de z,
 l'orbite O est ontenue dans la lasse de réurrene par haînes de K ;
 il existe g ∈ Diff1(M) arbitrairement prohe de f tel que les variétés fortes W ss(Og) \Og
et W uu(Og) \Og de la ontinuation de O pour g s'intersetent.
La démonstration s'appuie sur l'idée suivante : l'union des variétés stables et instables loales
fortes des points de γ dénissent des variétés topologiques Dcs,Dcu de dimension dim(Es) + 1
et dim(Eu) + 1. Si p ∈ O est prohe de z ∈ γ, les variétés W ss(p) et W uu(p) intersetent
respetivement Dcu et Dcs. Par onséquent p appartient à la lasse de réurrene par haînes de
K. Le lemme de fermeture pour les pseudo-orbites permet alors de réer une intersetion entre
W ss(O) et W uu(O). Voir la gure 9.2.
p
γ
Fig. 9.2  Un point p prohe d'un segment entral γ.
Parfois, le même argument s'applique sans que l'ensemble K soit partiellement hyperbolique.
Proposition 9.16 (proposition 4.2 de [51℄). Si f appartient à un Gδ dense de Diff
1(M) et si H
est une lasse homoline ayant une déomposition dominée TKM = E
s ⊕ Ec ⊕ E3 telle que
 Es est uniformément ontratée,
 Ec est de dimension 1 et de type (R),
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 H ontient des orbites périodiques dont l'exposant de Lyapunov le long de Ec est arbitrai-
rement prohe de 0,
la lasse H ontient alors des points périodiques d'indie dim(Es).
9.8 Le type hyperbolique par haînes et situations similaires
a) Dynamique entrale hyperbolique par haînes
Comme dans le as d'une dynamique hyperbolique, les ensembles partiellement hyperboliques
ayant un bré entral hyperboliques par haînes sont ontenus dans une lasse homoline.
Proposition 9.17 (setion 3.4 de [50℄ et proposition 4.4 de [51℄). Si f appartient à un Gδ dense
de Diff1(M) et si K est un ensemble ompat transitif par haînes ayant une déomposition
dominée TKM = E
s ⊕ Ec ⊕ Eu telle que
 Es et Eu sont uniformément ontratés par f et f−1 respetivement,
 Ec est de dimension 1 et de type (H)-attratif,
il existe alors, dans tout voisinage U de K, une orbite périodique d'indie dim(Es) + 1 ontenue
dans la lasse de réurrene par haînes de K.
Idée de la démonstration. Considérons une suite d'orbites périodiques (On) qui s'aumule sur
une partie de K. Puisque Ec est de type (H)-attratif, il existe une famille de plaques Wcs
tangentes à Es ⊕ Ec qui sont piégées et ontenues dans l'ensemble stable par haînes de K. La
famille s'étend aux points des orbites On (pour n susamment grand).
Considérons un point x ∈ K prohe d'un point périodique p appartenant à une orbite On. La
plaque W uuloc (x) intersete W
cs
p en un point z. Puisque la famille W
cs
est piégée et puisque p est
périodique, z appartient à l'ensemble stable d'une orbite périodique, q0. Si l'indie de q0 est égal
à dim(Es) + 1, on dénit q = q0. Sinon, W
u(q0) intersete l'ensemble stable d'un autre point
périodique q ∈ Wcsp , d'indie dim(E
s)+1. Dans tous les as, z appartient à l'ensemble stable par
haînes de q. On remarque que puisque Wcs est piégée, q appartient aussi à f(Wcs
f−1(p)
). Puisque
p et x sont prohes, on en déduit que W uuloc (q) intersete W
cs
x et en partiulier l'ensemble stable
par haînes de K. Par onséquent q et K ont la même lasse de réurrene par haînes.
b) Ensembles non vrillés
Dans le as parabolique, l'ensemble K est hyperbolique par haînes d'un té. On peut
appliquer le même raisonnement lorsque la dynamique de K voit l'hyperboliité par haînes
dans la diretion entrale : 'est le as sauf si la géométrie de K est vrillée.
Considérons un ensemble ompat invariant K muni d'une struture partiellement hyperbo-
lique Es ⊕ Ec ⊕ Eu, telle que Es, Eu ne soient pas dégénérés et telle que dim(Ec) = 1.
On peut prolonger ontinûment le bré Ec sur un voisinage de K. Si l'on onsidère une boule
B ⊂ M susamment petite renontrant K, le bré Ec|B est orientable. Deux points distints
et prohes p, q ∈ K sont en position vrillée si l'on peut joindre W ssloc(p) à W
uu
loc (q) et W
ss
loc(q) à
W uuloc (p) par deux ourbes tangentes à E
c
ayant la même orientation. (En partiulier, lorsque
W ssloc(p) et W
uu
loc (q) s'intersetent, p et q sont en position vrillée.) Voir la gure 9.3. Cette notion
dépend du hoix d'un prolongement Ec, mais est bien dénie lorsque la distane d(p, q) tend vers
0.
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p q
Ec
Eu
Es
Fig. 9.3  Deux points en position vrillée.
Dénition 9.18. L'ensemble K est vrillé s'il existe ε > 0 tel que toute paire de points p, q ∈ K
vériant d(p, q) < ε est en position vrillée.
La démonstration de la proposition 9.17 entraîne le résultat suivant.
Proposition 9.19 (setion 3.4 de [50℄ et proposition 4.4 de [51℄). Si f appartient à un Gδ dense
de Diff1(M) et si K est un ensemble ompat transitif par haînes ayant une déomposition
dominée TKM = E
s ⊕Ec ⊕ Eu telle que
 Es et Eu sont uniformément ontratés par f et f−1 respetivement,
 Ec est de dimension 1 et de type (PSU) ou (PSN),
 K n'est pas vrillé,
il existe alors, dans tout voisinage U de K, une orbite périodique d'indie dim(Es) + 1 ontenue
dans la lasse de réurrene par haînes de K.
) Dynamique entrale piégée
Nous avons vu que lorsque le bré entral de K est hyperbolique par haînes, l'ensemble
K est ontenu dans une lasse homoline. Des hypothèses plus faibles entraînent par le même
argument l'existene d'une lasse homoline non triviale au voisinage de K.
Proposition 9.20. Si f appartient à un Gδ dense de Diff
1(M) et si K est un ensemble ompat
transitif par haînes ayant une déomposition dominée TKM = E
s ⊕ Ec ⊕ Eu telle que
 Es et Eu sont uniformément ontratés par f et f−1 respetivement,
 Ec est de dimension 1 et de type (H)-attratif, (PSN) ou (N),
 K n'est pas une orbite périodique,
il existe alors, dans tout voisinage U de K,
 une orbite périodique O d'indie dim(Es) + 1 dont la lasse homoline est non triviale,
 un point z ∈ K,
tels que W uu(z) intersete W s(O).
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9.9 Les autres types
a) Ensembles vrillés
La géométrie des ensembles vrillés permet de réer une intersetion entre les variétés inva-
riantes fortes d'un point périodique.
Proposition 9.21 (proposition 3.2 de [51℄). Considérons un ensemble ompat partiellement
hyperbolique vrillé K. Si K ∩ Ω(f) ontient un point non périodique, alors pour tout voisinage
U de f ∈ Diff1(M) et U de K, il existe g ∈ U ayant une orbite périodique O ⊂ U telle que les
variétés fortes W ss(O) \O et W uu(O) \O s'intersetent.
Une première étape onsiste à réer une orbite périodique O prohe de K. En reprenant
la démonstration du lemme de fermeture, on s'assure que l'orbite ainsi obtenue est presque
vrillée : pour tous points p, q ∈ O prohes, les variétés fortes W ssloc(p) et W
uu
loc (q) d'une part ainsi
que W ssloc(q) et W
uu
loc (p) d'autre part, peuvent être reliées par des ourbes tangentes à un bré
entral et dont la longueur est arbitrairement petite par rapport à la distane entre p et q.
On peut alors appliquer l'argument de [36, setion 6.1℄ ou [50, théorème 3.18℄ pour les orbites
périodiques vrillées : on hoisit une paire de points distints p, q ∈ O qui minimise la distane
d(p, q). Les variétés W uuloc (p) et W
ss
loc(q) ontiennent des points xp et xq prohes. On obtient les
propriétés suivantes :
 la distane d(xp, xq) est arbitrairement petite par rapport aux distanes de xp, xq à p et q,
ar O est presque vrillée ;
 la distane d(xp, xq) est arbitrairement petite par rapport aux distanes de xp, xq aux autres
points de O, ar si z ∈ O est prohe de xq ∈ W
ss(q), il possède des itérés futurs fk(z)
prohes de fk(q), ontredisant le fait que d(p, q) est minimale.
Une perturbation élémentaire g de f permet d'envoyer xp sur f(xq), sans perturber l'orbite O,
l'orbite passée de xp, ni l'orbite future de f(xq). Par onséquent les variétés fortes W
uu
loc (p) et
W ssloc(q) pour g s'intersetent.
b) Dynamique entrale neutre
Si K est de type N et est stritement ontenu dans un ensemble transitif par haînes, alors
ou bien K est ontenu dans une lasse homoline ayant des orbites périodiques faibles, ou bien
on peut réer un yle hétérodimensionnel par perturbation.
Proposition 9.22 (proposition 5.1 de [51℄). Si f appartient à un Gδ dense de Diff
1(M) \ T et
si K est un ensemble ompat transitif par haînes ayant une déomposition dominée TKM =
Es ⊕ Ec ⊕ Eu telle que
 Es et Eu sont uniformément ontratés par f et f−1 respetivement,
 Ec est de dimension 1 et de type (N),
 K est stritement ontenu dans sa lasse de réurrene par haînes,
alors, l'un des deux as suivants se produit.
1. K est ontenu dans une lasse homoline d'indie dim(Es) ou dim(Es) qui possède des
orbites périodiques dont le (dim(Es) + 1)-ème exposant de Lyapunov est arbitrairement
prohe de 0.
2. Pour tout voisinage U de K, il existe une perturbation g ∈ Diff1(M) de f ayant une orbite
périodique ontenue dans U telle que W ss(O) \O et W uu(P ) \O s'intersetent.
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La démonstration est bien plus déliate que pour les propositions préédentes. En voii une
idée grossière (qui ne fontionne que dans ertains as). Fixons un point z 6∈ K appartenant à la
lasse de réurrene par haînes de K. Il existe des orbites qui quittent un voisinage arbitraire
de K pour atteindre (par itérations passées ou futures) un voisinage arbitraire de z. Les orbites
qui s'éhappent d'un petit voisinage de K suivent l'ensemble instable par haînes loal de K.
Puisque la dynamique entrale est piégée (Ec est de type (N)) on s'attend à e que l'ensemble
instable par haînes loal de K soit réunion de plaques W uuloc (x) pour x ∈ K. Il est don possible
(dans ertains as) par perturbation de réer hors de K une intersetion entre deux variétés
W uu(x) et W ss(y), ave x, y ∈ K. Si l'on onsidère une orbite périodique O susamment prohe
de K en topologie de Hausdor, on peut alors réer une intersetion entre les variétésW ss(O)\O
et W uu(P ) \O .
) Ensembles instables par haînes
On peut espérer que tout point de la lasse de réurrene par haînes ontenant K est au-
mulé par des orbites périodiques d'indie dim(E1). Le résultat suivant est démontré dans [134,
setion 5℄, voir aussi [188℄ et [51, proposition 1.10℄. La démonstration n'utilise pas les modèles
entraux.
Proposition 9.23 (Potrie). Si f appartient à un Gδ dense de Diff
1(M) et si K est un ensemble
ompat transitif par haînes ayant une déomposition dominée TKM = E
s ⊕ Ec ⊕Eu telle que
 Es et Eu sont uniformément ontratés par f et f−1 respetivement,
 Ec est de dimension 1,
 l'exposant de Lyapunov le long de Ec de toute mesure supportée par K est nul,
alors, pour tout δ > 0, il existe un voisinage U de K tel que tout point z ∈ U vériant :
 z appartient à l'ensemble instable par haînes loal de K, i.e. pour tout ε > 0, il existe une
ε-pseudo-orbite ontenue dans U qui joint K à z ;
 z appartient à la lasse de réurrene par haînes de K,
vérie également :
z est limite d'une suite de points périodiques dont le dim(Es)+1-ème exposant de Lyapunov
appartient à (−δ, δ).
9.10 Appliation (1) : dynamique simple versus intersetions ho-
molines
Nous avons démontré dans [50℄ un résultat plus faible que la onjeture de Palis, également
onjeturé par Palis dans [115, 116, 117, 118℄. Nous avons introduit au hapitre 1 les diffé-
omorphismes Morse-Smale : leur dynamique est très simple puisque leur ensemble réurrent
par haînes est ni. À l'opposé, les diéomorphismes ayant une lasse homoline non triviale
possèdent une innité d'orbites périodiques : e sont les diéomorphismes qui possèdent une
intersetion homoline transverse, i.e. une orbite périodique hyperbolique O dont les variétés
invariantes W s(O) \ O et W u(O) \ O ont un point d'intersetion transverse.
Théorème 9.24 (Crovisier). L'espae Diff1(M) ontient un ouvert dense qui est l'union disjointe
MS ∪ I de deux ouverts :
 MS est l'ensemble des diéomorphismes Morse-Smale,
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 I est l'ensemble des diéomorphismes qui possèdent une intersetion homoline transverse.
Ce résultat déoule de [127℄ en dimension 1, de [149℄ en dimension 2 et a été démontré
initialement par Bonatti-Gan-Wen [36℄ en dimension 3. Il implique que l'intérieur de l'ensemble
des diéomorphismes d'entropie non nulle a la même adhérene que I et que l'intérieur de
l'ensemble des diéomorphismes d'entropie nulle a la même adhérene que MS. Voir aussi [149,
58℄ pour une disussion de l'entropie dans le as des dynamiques C1 sur les surfaes et omparer
au théorème de Katok [81℄ qui implique qu'un diéomorphisme C2 de surfae ayant une entropie
non nulle a toujours une intersetion homoline transverse.
Démonstration du théorème 9.24. Remarquons qu'un diéomorphisme ayant une tangene ho-
moline ou un yle hétérodimensionnel peut être perturbé en un diéomorphisme ayant une in-
tersetion homoline transverse. Par onséquent, il nous sut de onsidérer un diéomorphisme
f loin des bifurations homolines. Nous pouvons également supposer que f appartient à un Gδ
dense de Diff1(M) xé à l'avane : nous supposerons en partiulier que f vérie la propriété de
Kupka-Smale.
Si f est hyperbolique, l'ensemble réurrent par haînes se déompose en un nombre ni de
lasse homolines. Si toutes les lasses homolines sont triviales, l'ensemble réurrent par haînes
est ni et, puisque f est un diéomorphisme Kupka-Smale, pour tous x, y ∈ R(f), l'intersetion
W s(x)∩W u(y) est transverse : par onséquent f est Morse-Smale. Si l'une des lasses homoline
n'est pas triviale, f possède une intersetion homoline transverse.
Si f n'est pas hyperbolique, il possède un ensemble minimal non hyperbolique K. Puisque f
vérie la propriété de Kupka-Smale, K n'est pas une orbite périodique et par onséquent si K
est ontenu dans une lasse homoline, f possède une intersetion homoline transverse. Nous
pouvons don supposer que K est ontenu dans une lasse apériodique. D'après le orollaire 9.4,
K possède une struture partiellement hyperbolique TKM = E
s ⊕ Ec ⊕ Eu ave dim(Ec) = 1.
D'après les propositions 9.15, 9.17, 9.20, si le bré Ec est de type (R), (H) ou (N), ou si K n'est
pas vrillé et Ec est de type (P), f possède une lasse homoline non triviale et une intersetion
homoline transverse. Si K est vrillé, la proposition 9.21 permet de onstruire une intersetion
homoline transverse. Dans tous les as f appartient don à l'adhérene de I .
9.11 Appliation (2) : étude des quasi-attrateurs
On peut utiliser les modèles entraux pour obtenir des propriétés sur les quasi-attrateurs
des diéomorphismes génériques loin des tangenes homolines : J. Yang a montré [188℄ que e
sont des lasses homolines. Voii une version légèrement améliorée de son résultat.
Théorème 9.25 (Yang). Pour tout diéomorphisme dans un Gδ dense de Diff
1(M) \ T , tout
quasi-attrateur est une lasse homoline H.
De plus, si i est l'indies minimal des orbites périodiques qu'il ontient, H possède une dé-
omposition dominée THM = E
s ⊕ Ec ⊕ F telle que :
 Es ⊕ Ec est de dimension i et Ec est de dimension 0 ou 1 ;
 Es est uniformément ontraté, Ec est de type (H)-attratif ;
 si Ec est de dimension 1 et non uniformément ontraté, il existe des orbites périodiques
dans H dont l'exposant de Lyapunov le long de Ec est arbitrairement prohe de 0.
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Démonstration. Soit Λ un quasi-attrateur. Nous pouvons supposer que e n'est pas un ensemble
hyperbolique et onsidérer un sous-ensemble non hyperbolique minimal K ⊂ Λ. D'après le théo-
rème 9.3, K possède une déomposition dominée TKM = E
s⊕Ec⊕Eu ave dim(Ec) ≥ 1. Nous
pouvons supposer que K a été hoisi pour que la dimension dim(Es) soit minimale.
Armation. Λ est une lasse homoline qui ontient des orbites périodiques
 qui sont arbitrairement prohes de K en topologie de Hausdor,
 ou dont l'indie est inférieur ou égal à dim(Es),
 ou dont le (dim(Es) + 1)-ème exposant de Lyapunov est arbitrairement prohe de 0.
Démonstration. Lorsque dim(Ec) > 1, d'après le théorème 9.3, Λ est une lasse homoline onte-
nant des orbites périodiques dont le (dim(Es)+1)-ème exposant de Lyapunov est arbitrairement
prohe de 0. Nous supposons don que dim(Ec) = 1 et onsidérons le type de Ec.
Lorsque Ec est de type (R) ou (H), les propositions 9.15, 9.17 entraînent diretement que
Λ est une lasse homoline qui ontient des orbites périodiques ontenues dans des voisinages
arbitrairement petits de K.
Lorsque Ec est de type (N) ou (PSN ), la proposition 9.20 montre que l'ensemble instable de
Λ s'aumule sur une orbite périodique O ontenue dans un voisinage arbitraire de K. Puisque
Λ est un quasi-attrateur, il ontient O et Λ est une lasse homoline.
Nous nous plaçons nalement dans le as où Ec est de type (PSU ) ou (PUN ). L'ensemble
K possède un modèle entral (orrespondant à l'une des orientations du bré Ec) pour lequel
il existe des voisinages arbitrairement petits de K̂ × {0} qui sont répulsifs et ontenus dans
l'ensemble instable par haînes de K̂ × {0}.
En partiulier, pour tout voisinage U deK, et tout x ∈ K, il existe une ourbe γ ⊂ U tangente
à Ec(x) en x telle que pour tout z ∈ γ et tout ε > 0, il existe une ε-pseudo-orbite ontenue dans U
qui joint K à z. Puisque Λ est un quasi-attrateur, il ontient γ et la proposition 9.23 s'applique.
Fixons δ > 0 prohe de 0. Tout point z prohe de x est limite d'une suite d'orbites périodiques
(On) dont le (dim(E
s) + 1)-ème exposant de Lyapunov appartient à (−δ, δ). Nous pouvons
supposer que (On) onverge en topologie de Hausdor vers un ensemble ompat invariant D ⊂ Λ
qui, d'après le orollaire 7.7 possède une déomposition dominée TDM = E1⊕E2 ave dim(E1) =
dim(Es). Deux as sont possibles.
 Si E1 n'est pas uniformément ontraté, puisque dim(E
s) a été hoisie minimale, le théorè-
me 5.17 montre que Λ est une lasse homoline ontenant des points périodiques d'indie
inférieur ou égal à dim(Es).
 Si E1 est uniformément ontraté, les variétés stables fortes de dimension dim(E
s) des
orbites On sont de taille uniforme : pour n susamment grand, W
s(On) intersete don
la variété instable forte (de dimension dim(Eu)) d'un point z′ ∈ γ prohe de z. Puisque Λ
est un quasi-attrateur, il ontient On. Nous en déduisons que Λ est une lasse homoline
qui ontient des orbites périodiques dont le (dim(Es) + 1)-ème exposant de Lyapunov est
arbitrairement prohe de 0.
Dans tous les as l'armation est démontrée.
Considérons l'indie i minimal des points périodiques ontenus dans Λ. D'après le orol-
laire 7.7, il existe une déomposition dominée TΛM = E ⊕ F ave dim(E) = i. Si E est unifor-
mément ontraté, nous obtenons la onlusion du théorème 9.25 ave Es = E et dim(Ec) = 0.
Si E n'est pas uniformément ontraté, nous appliquons le théorème 5.17. Le premier as du
théorème n'apparaît pas puisque i est minimal.
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 Dans le seond as, on obtient une déomposition dominée E = E′ ⊕ Ec sur Λ ave
dim(Ec) = 1.
 Dans le troisième as, il existe un ensemble minimal K ⊂ Λ ave struture partiellement
hyperbolique TKM = E
s ⊕ Ec ⊕ Eu tel que dim(Es) < dim(E) et tel que toute orbite
périodique prohe de K a un exposant de Lyapunov entral prohe de 0. Puisque i est
minimal, Λ ne ontient pas d'orbite périodique d'indie inférieur ou égal à dim(Es). D'après
l'armation, la lasse Λ ontient don des orbites périodiques dont le dim(E)-ème exposant
de Lyapunov est arbitrairement prohe de 0. Nous obtenons à nouveau une déomposition
dominée E = E′ ⊕ Ec sur Λ ave dim(Ec) = 1.
Dans les deux as, E se déompose et H ontient des orbites périodiques dont l'exposant de
Lyapunov le long de Ec est prohe de 0. Le bré E′ est uniformément ontraté : dans le as
ontraire on pourrait répéter le raisonnement et onlure que Λ ontient des points périodiques
d'indie stritement inférieurs à i.
Puisque H ontient des orbites périodiques hyperboliques d'indie i, le bré Ec ne peut être
que de type (H)-attratif ou de type (R). La proposition 9.16 montre que le type (R) n'apparaît
pas puisque H ne ontient pas de point périodique d'indie i− 1.
Cei permet de répondre aux questions 3.14 et 4.12 pour les diéomorphismes loin des tan-
genes homolines.
Corollaire 9.26 (J. Yang [188℄). Pour tout diéomorphisme dans un Gδ dense de Diff
1(M)\T ,
la réunion des ensembles stables des orbites périodiques est dense dans M .
Corollaire 9.27 (Potrie [134℄). Si M est onnexe, pour tout diéomorphisme dans un Gδ dense
de Diff1(M) \ T , toute lasse de réurrene par haînes qui est stable au sens de Lyapunov pour
f et f−1 oïnide ave M .
Bonatti, Gan, Li et D. Yang [40℄ on donné réemment une réponse aux questions 3.15 et 3.16
dans e adre.
Théorème 9.28 (Bonatti-Gan-Li-Yang). Pour tout diéomorphisme appartenant à un Gδ dense
de Diff1(M) \ T , haque quasi-attrateur est un attrateur essentiel.
J. Yang montre également [187℄ que loin des tangenes homolines le phénomène de Newhouse
n'a lieu qu'au voisinage de lasses homolines partiulières.
Théorème 9.29 (J. Yang). Pour tout diéomorphisme dans un Gδ dense de Diff
1(M) \ T , si
K est la limite de Hausdor d'une suite de puits (On), K est ontenu dans une lasse homo-
line ayant des points périodiques d'indie d − 1 dont le plus grand exposant de Lyapunov est
arbitrairement prohe de 0.
Démonstration. D'après le orollaire 5.9, les puits (On) ne sont pas N -uniformément ontratés
à la période pour un entier N ≥ 1. Puisque f est générique, on déduit du théorème 7.1 que Λ
est limite de Hausdor d'une suite de puits (O˜n) ayant un exposant de Lyapunov arbitrairement
prohe de 0. D'après le orollaire 7.7, Λ possède don une déomposition dominée E ⊕ Ec ave
dim(Ec) = 1. De plus Ec n'est pas uniformément dilaté. Le théorème 5.17 implique don que
l'un des as suivants se produit.
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 K est ontenu dans une lasse homoline ayant des orbites périodiques d'indie d− 1 dont
le plus grand exposant de Lyapunov est arbitrairement prohe de 0.
 K ontient un ensemble minimal K ′ dont les exposants de Lyapunov le long de Ec pour
toute mesure invariante supportée sur K ′ sont nuls. La proposition 9.17 entraîne alors que
K ′ est ontenu dans une lasse homoline ayant des orbites périodiques d'indie d − 1
arbitrairement prohes de K ′. En partiulier, H ontient des orbites périodiques d'indie
d− 1 dont le plus grand exposant de Lyapunov est arbitrairement prohe de 0.
Le théorème est démontré dans tous les as.
9.12 Appliation (3) : loin des yles hétérodimensionnels
Les résultats de e hapitre permettent d'étendre [51℄ le résultat loal de Wen (orollaire 9.4).
Théorème 9.30 (Crovisier). Tout diéomorphisme f appartenant à un Gδ dense de Diff
1(M) \
T ∪ C est partiellement hyperbolique : son ensemble réurrent par haînes R(f) se déompose
en un nombre ni d'ensembles ompats disjoints Λ1, . . . ,Λs. Chaque ensemble Λi, 1 ≤ i ≤ s,
possède une déomposition dominée TΛiM = E
s⊕Ec1⊕E
c
2⊕E
u
qui est partiellement hyperbolique
et telle que haque bré entral Ec1, E
c
2 est de dimension 0 ou 1.
De plus,
 les lasses homolines de f sont hyperboliques par haînes,
 si H(p) est une lasse homoline ayant un bré Eci non hyperbolique, elle possède des
orbites périodiques homoliniquement reliées à p ave un exposant de Lyapunov le long de
Eci arbitrairement prohe de 0,
 les lasses apériodiques ont une dynamique minimale et un bré entral de dimension 1 et
de type (N).
Remarque 9.31. Nous verrons en setion 10.4 que les brés Es et Eu ne sont pas dégénérés, sauf
dans le as des puits et des soures (qui sont en nombre ni).
Démonstration. Considérons tout d'abord un ensemble minimal K ayant une struture partiel-
lement hyperbolique TKM = E
s ⊕ Ec ⊕Eu ave dim(Ec) = 1 telle que toute mesure invariante
supportée sur K ait un exposant entral nul. D'après la proposition 9.21 et le lemme 8.6, l'en-
semble K n'est pas vrillé. D'après les propositions 9.15, 9.17 et 9.19, si Ec est de type (R), (H) ou
(P), tout voisinage de K ontient une orbite périodique ontenue dans la lasse de réurrene par
haînes de K. En partiulier, K est ontenu dans une lasse homoline ayant des points pério-
diques d'indie dim(Es) ou dim(Es)+ 1 et dont le (dim(Es)+ 1)-ème exposant de Lyapunov est
arbitrairement prohe de 0. Lorsque Ec est de type (N) et que K est stritement ontenu dans sa
lasse de réurrene par haînes, nous obtenons la même onlusion d'après la proposition 9.22.
Ainsi K satisfait l'un des as suivants.
 K est ontenu dans une lasse homoline ayant des points périodiques d'indie dim(Es) ou
dim(Es)+1 et dont le (dim(Es)+1)-ème exposant de Lyapunov est arbitrairement prohe
de 0,
 ou K oïnide ave sa lasse de réurrene par haînes et Ec est de type (N).
Considérons à présent une lasse de réurrene par haînes C de f . Si C est une lasse
apériodique, elle ontient un ensemble minimal non hyperbolique K dont le bré entral est de
dimension 1. D'après le orollaire 5.13, toutes les mesures supportées sur K ont un exposant de
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Lyapunov selon Ec qui est nul. Nous pouvons don appliquer la disussion du premier paragraphe
et onlure que K = C et que le bré entral est de type (N).
Si l'on suppose que C est une lasse homoline H(p), elle possède un unique indie. D'après le
orollaire 7.7, elle supporte une déomposition dominée E⊕F telle que dim(E) oïnide ave la
dimension stable de p. Si E n'est pas uniformément ontraté, on peut appliquer le théorème 5.17.
 Nous exluons le premier as puisque H(p) possède un unique indie.
 Dans le seond as, la lasse possède des points périodiques ayant un exposant stable prohe
de 0.
 Dans le troisième as, la lasse ontient un ensemble minimal non hyperbolique K. Le
premier paragraphe montre que la lasse ontient des orbites périodiques ayant un exposant
entral prohe de 0. Puisque dim(Es) < dim(E), l'exposant entral est un exposant stable.
Nous onluons (des deux derniers as) que le bré E se déompose E = E′⊕Ec1 ave dim(E
c) =
1. En reprenant le raisonnement ave le bré E′, nous en déduisons que E′ est uniformément
ontraté. Puisque la lasse ontient des points périodiques pour lesquels Ec1 est un bré stable,
le type de Ec1 ne peut pas être (N), (P) ou (H)-répulsif. D'après la proposition 9.16, il ne peut
être de type (R). Il est don de type (H)-attratif. Le même raisonnement montre que F est
uniformément dilaté ou se déompose en F = Ec2 ⊕ E
u
ave dim(Ec2) = 1 et E
c
2 est de type
(H)-répulsif. On en déduit que H(p) est hyperbolique par haînes.
Nous obtenons aussi un résultat [52℄ sur la struture des quasi-attrateurs (omparer au
théorème 9.25).
Corollaire 9.32 (Crovisier-Pujals). Pour tout diéomorphisme f appartenant à un Gδ dense
de Diff1(M) \ T ∪ C, les quasi-attrateurs sont des lasses homolines hyperboliques par haînes
H ayant une struture partiellement hyperbolique TH = E
cs ⊕ Ecu = (Es ⊕ Ec) ⊕ Eu ave
dim(Ec) = 0 ou 1.
Démonstration. Considérons une lasse apériodique K. D'après le théorème préédent, elle pos-
sède une struture partiellement hyperbolique TKM = E
s⊕Ec⊕Eu ave dim(Ec) = 1. De plus
Ec est de type (N). La proposition 9.20 implique alors que l'ensemble instable de K oupe la
variété stable d'une orbite périodique. On en déduit que K ne ontient pas sa variété instable et
n'est don pas un quasi-attrateur.
Un quasi-attrateur est don une lasse homoline hyperbolique par haînes H(p). Nous
devons montrer qu'elle n'admet pas de bré non hyperbolique Ec2 de dimension 1 de type (H)-
répulsif. Si 'était le as, il existerait des orbites périodiques homoliniquement reliées à p ayant
un exposant de Lyapunov le long de Ec2 positif et arbitrairement prohe de 0. Puisque f satisfait
une ondition de génériité, il existe des points périodiques q d'orbites homoliniquement reliées
à p ave une demi-variété entrale tangente à Ec2 arbitrairement ourte : l'autre extrémités de la
variété entrale de q est bordée par un point périodique q′ pour lequel Ec2 est un bré stable. On
en déduit que q′ a une variété stable de dimension plus grande que elle de p. Puisque H(p) est
un quasi-attrateur, il ontient la variété instable de q : par onséquent il ontient q′. La lasse
H(p) ontient don des points périodiques d'indies diérents. La setion 3.3 montre alors qu'il
existe des perturbation de f qui possèdent un yle hétérodimensionnel. C'est une ontradition.
La lasse H(p) n'a don pas de bré non hyperbolique de type (H)-répulsif.
Nous terminons par un premier résultat vers la nitude des quasi-atrateurs.
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Proposition 9.33 (Crovisier-Pujals). Pour tout diéomorphisme f appartenant à un Gδ dense
de Diff1(M) \ T ∪ C, l'union des quasi-attrateurs non-triviaux est fermée.
Nous verrons en setion 10.4 que l'on peut enlever l'hypothèse que les quasi-atrateurs sont
triviaux.
Démonstration. Considérons une suite de quasi-attrateurs non triviaux (An) qui onverge en
topologie de Hausdor vers un ensemble ompat invariant K, ontenu dans une lasse de réur-
rene par haînes Λ. Nous devons montrer que Λ est un quasi-attrateur. D'après le théorème 9.30,
Λ est partiellement hyperbolique. Nous notons Eu son bré instable fort.
Armation 1. Λ est une lasse homoline H(p).
Démonstration. Supposons par l'absurde que Λ est une lasse apériodique. Elle a une déompo-
sition dominée TΛM = E
s ⊕Ec ⊕Eu, ave dim(Ec) = 1 et Ec de type (N). La proposition 9.11
implique que Eu est non dégénéré. Pour n grand, le bré Eu est également déni au-dessus des
ensembles An. Puisque les ensembles An sont des quasi-attrateurs, ils sont saturés en variétés
instables fortes tangentes à Eu. Par passage à la limite, K est également saturé en variétés
instables fortes. Cei ontredit la proposition 9.20 puisque Λ ne ontient pas de points périodiques.
Armation 2. Nous pouvons nous ramener au as où la dimension stable de p est stritement
inférieure à elle des points périodiques des lasses An.
Démonstration. Supposons que la dimension instable de p est inférieure ou égale à elle des
lasses An. Considérons des familles de plaques W
cs,Wcu dénissant sur H(p) une struture de
lasse hyperbolique par haînes. Elles s'étendent également au-dessus des quasi-attrateurs An.
Si Ecu est uniformément dilaté, les quasi-attrateurs An sont saturés en plaques de W
cu
.
Sinon, il y a une déomposition Ecu = Ec ⊕ Eu et l'on peut aussi onsidérer une famille
de plaques entrales Wc tangentes à Ec et piégées par f−1. Nous remarquons que les plaques
Wcx pour x ∈ An sont ontenues dans An. En eet, si e n'était pas le as il existerait un
point périodique q homoliniquement relié à l'orbite de p dont la variété instable ne ontient pas
entièrement la plaque Wcq : il existe un point périodique q
′ ∈ Wcq qui borde la variété instable
de q. Puisque An est un quasi-attrateur, il ontient la variété instable de q et don le point q
′
.
Cependant le point q′ est d'indie diérent de l'indie de q et la setion 3.3 montre que l'on peut
réer un yle hétérodimensionnel par perturbation. C'est une ontradition.
Dans les deux as les quasi-attrateurs An sont saturés en plaques W
cu
. Par passage à la
limite 'est aussi le as de K.
D'après le lemme 5.19, il existe un ensemble dense de points périodiques q homoliniquement
reliés à l'orbite de p tels que Wcsq ⊂ W
s(q) et Wcuq ⊂ W
u(q). Il existe un tel point q prohe
de K dont la variété stable intersete transversalement une plaque entre-instable de K. On en
déduit nalement que H(p) ontient la variété instable de p. D'après la setion 3.3, H(p) est un
quasi-attrateur. Cei onlut la démonstration. Par onséquent, nous sommes ramenés au as
où la dimension instable de p est stritement plus grande que elles des lasses An.
Nous en déduisons que H(p) a une déomposition dominée TH(p) = E
cs ⊕ Ec ⊕ Eu ave
dim(Ec) = 1 telle que Ec est de type (H)-répulsif au-dessus de H(p) et de type (H)-attratif
au-dessus des quasi-attrateurs An. Nous allons montrer que ei mène à une ontradition.
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On onsidère un point z ∈ K et on xe un petit voisinage U de z. En utilisant l'expansion
uniforme le long de Eu, on en déduit que pour tout n grand, il existe une orbite de An qui évite
le voisinage U . D'après le théorème de densité (orollaire 2.8), il existe une orbite périodique O˜n
ontenue dans un petit voisinage de An qui évite U . En onsidérant des plaques entre-stable
piégée susamment petites au-dessus de la dynamique prohe de An, on montre que An ontient
une orbite périodique On renontrant les mêmes plaques entre-stable que O˜n. Par onséquent
l'orbite périodique On ⊂ An évite l'ouvert U .
Armation 3. Pour tout n assez grand, il existe un voisinage Un de f formé de difféomorphis-
mes pour lesquels les ontinuations de W s(On) et W
u(p) s'intersetent.
Démonstration. D'après l'armation préédente, Ec est un bré stable de On. Il existe don un
point x ∈ On tel que pour tout k ≥ 0 on ait
∏k−1
i=0 ‖Df(f
i(x))‖ ≤ 1. La domination entre Ecs
et Ec implique alors que Wcsx est ontenue dans l'ensemble stable de On. Par ailleurs, K est
ontenu dans l'adhérene de la variété W u(p). On en déduit que W s(On) et W
u(p) ont un point
d'intersetion transverse z, i.e. TzM = TzW
s(On) + TzW
u(p). Cette propriété est robuste aux
petites perturbations dans Diff1(M).
Pour n grand,W u(On) renontre un voisinage arbitrairement petit de z. Par ailleurs, la variété
W s(fk(p)) renontre tout voisinage de z pour un entier k. Le lemme de onnexion permet de
réer une perturbation g, C1-prohe de f , telle que W u(On) et W
s(fk(p)) s'intersetent. On en
déduit que p et On sont liés par des orbites hétérolines de g. Puisque leurs indies dièrent,
nous avons réé un yle hétérodimensionnel, e qui est une ontradition.
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Chapitre 10
Hyperboliités topologique et uniforme
Ce hapitre traite de la onjeture de Palis. Nous savons (théorème 9.30) que les difféomor-
phismes loin des bifurations homolines sont partiellement hyperboliques. Nous devons à présent
montrer que les brés entraux des dynamiques partiellement hyperboliques du théorème 9.30
sont des brés uniformément ontratés ou dilatés.
La onjeture de Palis a été résolue sur les surfaes par Pujals et Sambarino [149℄.
Théorème 10.1 (Pujals-Sambarino). Lorsque M est de dimension 2, tout diéomorphisme peut
être approhé dans Diff1(M) par un diéomorphisme hyperbolique ou par un diéomorphisme
ayant une tangene homoline.
En dimension supérieure, nous avons montré ave Pujals [52℄ que, loin des bifurations homo-
lines, sur un ouvert dense deM la dynamique se omporte omme une dynamique hyperbolique.
Plus préisément, un diéomorphisme est dit essentiellement hyperbolique s'il possède un nombre
ni d'attrateurs hyperboliques dont l'union des bassins est dense dans M , ainsi qu'un nombre
ni de répulseurs hyperboliques dont l'union des bassins est denses dans M .
Théorème 10.2 (Crovisier-Pujals). Tout diéomorphisme peut être approhé dans Diff1(M)
par un diéomorphisme essentiellement hyperbolique ou par un diéomorphisme qui présente
une tangene homoline ou un yle hétérodimensionnel.
La démonstration du théorème 10.1 (et ses généralisations) repose essentiellement sur un
argument de distorsion et utilise pour ela le passage en régularité C2. Le démonstration du
théorème 10.2 est plus géométrique : 'est pour ette raison que l'on obtient seulement l'hyper-
boliité des attrateurs et que l'on ne ontrle pas la dynamique sur les pièes de type selle.
10.1 Hyperboliité des brés extrêmes
Nous avons vu en setion 9.6, qu'au-dessus d'un ensemble transitif par haînes K qui n'est
pas un puits, un bré extrême de dimension 1 est topologiquement hyperbolique (il est de type
(H)). Dans ertains as, il est possible de démontrer qu'il est uniformément hyperbolique.
Sur les surfaes, la symétrie entre E et F permet [149℄ d'obtenir l'hyperboliité de K.
Théorème 10.3 (Pujals-Sambarino). Lorsque M est de dimension 2, pour tout diéomorphisme
appartenant à un Gδ dense de Diff
1(M), tout ensemble ompat invariant K ayant une déom-
position dominée non triviale est hyperbolique.
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Cei entraîne la onjeture de Palis sur les surfae.
Démonstration du théorème 10.1. Considérons un diéomorphisme qui ne peut pas être approhé
par un difféomorphisme ayant une tangene homoline. Nous pouvons l'approher par un diffé-
omorphisme f appartenant à un Gδ dense de Diff
1(M). D'après le théorème 9.30, haque lasse
de réurrene par haînes de f possède une déomposition dominée non triviale, elle est don
hyperbolique d'après le théorème préédent.
Ce résultat se généralise [151℄ en dimension supérieure lorsque E est uniformément ontraté.
Théorème 10.4 (Pujals-Sambarino). Pour tout diéomorphisme appartenant à un Gδ dense
de Diff1(M), toute lasse homoline H ayant une déomposition dominée THM = E ⊕ F ave
dim(F ) = 1 et E uniformément ontraté est hyperbolique.
Nous avons étendu [52℄ es travaux dans un adre où E n'est plus uniformément ontraté :
nous supposerons à la plae que E est nement piégée et qu'il existe une famille de plaques
loalement invariante W tangente à E (rappelons que d'après la setion 5.9, une telle famille
de plaques est essentiellement unique) et telle que pour tout x ∈ H l'intersetion H ∩ Wx est
totalement disontinue.
Théorème 10.5 (Crovisier-Pujals). Pour tout diéomorphisme appartenant à un Gδ dense de
Diff1(M) et toute lasse homoline H ayant une déomposition dominée THM = E ⊕ F ave
dim(F ) = 1 et vériant :
 E est nement piégée,
 il existe une famille de plaques W loalement invariante et tangente à E telle que Wx ∩H
est totalement disontinu pour tout x ∈ H,
le bré F est uniformément dilaté ou H est un puits.
Remarque 10.6. Ces résultats restent vrais pour des ensemble ompats invariants K ontenus
dans une variété loalement invariante N normalement hyperbolique. Par exemple, si N est une
surfae et si K possède une déomposition dominée tangente à N non triviale, alors K est un
ensemble hyperbolique.
10.2 Tehnique de Mañé-Pujals-Sambarino
Mañé avait démontré un résultat similaire [96℄ pour les endomorphismes du erle. Pour les
diéomorphismes en dimension plus grande, l'idée est d'exploiter la ontration (topologique ou
uniforme) le long des plaques tangentes à E pour quotienter la dynamique dans la diretion
entre-stable et se ramener ainsi à un adre essentiellement unidimensionnel.
Les théorèmes 10.3, 10.4 et 10.5 sont la ontrepartie de résultats non perturbatifs en lasse
C2. Nous onsidérons don dans la suite un diéomorphisme f ∈ Diff2(M) et un ensemble
ompat invariant K muni d'une déomposition dominée TKM = E⊕F ave dim(F ) = 1. Nous
supposerons que :
a) pour tout point périodique de K, le bré F est uniformément dilaté ;
b) K ne ontient pas de ourbe fermée simple tangente à F , invariante par un itéré de f .
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En eet, si l'on suppose que f est un diéomorphisme Kupka-Smale, tous les points périodiques
qui ne vérient pas la première ondition sont des puits et les ourbes de la seonde ondition sont
normalement hyperboliques et portent une dynamique très simple. En retirant toutes les ourbes
(en nombre ni), tous les puits de K et leur bassins, on se ramène aux onditions énonées
i-dessus.
On démontre alors que F est uniformément dilaté au-dessus de K par une réurrene : on
se ramène aisément à un ensemble K ayant la propriété supplémentaire suivante :
) Pour tout sous-ensemble ompat invariant K ′ ( K, le bré F|K ′ est uniformément dilaté.
Nous introduisons également une famille de plaques piégées Wcs tangente à E.
La démonstration omporte plusieurs étapes.
1) Hyperboliité topologique. En utilisant que pour tout sous-ensemble, F est unifor-
mément dilaté, on montre qu'il existe une famille de plaques Wcu loalement invariante
et tangente à F telle que |fn(Wcux )| → 0 lorsque n → ∞. C'est et argument, de type
Denjoy-Shwartz, qui permet de démontrer le théorèm 9.13.
2) Constrution de boîtes markoviennes. On onstruit alors une boîte munie d'une
lamination entre-instable, i.e. une réunion B de ourbes ontenues dans des plaques de
Wcu telle que B ∩K est d'intérieur non vide dans K. Nous demandons également à B de
vérier des propriétés de type retangles de partitions de Markov.
3) Hyperboliité uniforme. En induisant dans B, les propriétés markoviennes de B, la
ontration topologique des plaques de W et un ontrle de distorsion montrent alors que
‖Dxf
−n
|F ‖ → 0 en tout x ∈ K lorsque n→∞.
Les étapes 1) et 3) sont identiques pour haun des théorèmes 10.3, 10.4 et 10.5 mais la partie
2) est spéique.
 Dans le as des surfaes, on exploite le fait que les plaques Wcu et Wcs sont de dimension
1 pour herher à onstruire un retangle géométrique bordé par deux plaques de Wcs et
deux plaques de Wcu.
 Dans le as où le bré E est uniformément dilaté, il est possible de onstruire une partition
de Markov pour la lasse homoline H. La boîte B est onstruite à partir de l'un des
retangles de la partition.
 Dans le as où E est seulement nement piégée, l'hypothèse de disontinuité dans les
plaques permet à nouveau de onstruire une partition adaptée. Plus préisément, pour
tout x ∈ H, il existe un ensemble ompat Cx ⊂ W
cs
x vériant :
i) pour x, x′ ∈ H on a Cx = Cx′ ou Cx ∩ Cx′ = ∅,
ii) pour tout x ∈ H, on a f(Cx) ⊂ Cf(x),
iii) (Cx) varie ontinûment en topologie de Hausdor ave x ∈ H.
La boîte B s'obtient alors en xant x ∈ H, en onsidérant des segments de ourbes ontenus
dans les plaques Wcuy pour y ∈ H ∩ Cx à extrémités ontenues dans deux plaques W
cs
x− et
Wcsx+ prohes de W
cs
x .
10.3 Classes homolines à plaques entre-stables disontinues
Nous énonçons à présent dans le adre des ensembles hyperboliques un résultat non pertur-
batif qui permet de satisfaire l'hypothèse topologique du théorème 10.5.
120 CHAPITRE 10. HYPERBOLICITÉS TOPOLOGIQUE ET UNIFORME
Théorème 10.7 (Crovisier-Pujals). Considérons un ensemble hyperbolique K loalement maxi-
mal muni d'une déomposition dominée TKM = E
s ⊕ Eu = (Ess ⊕ Ec) ⊕ Eu ave dim(Ec) =
dim(Eu) = 1. Alors l'un des trois as suivants se produit :
 K est ontenu dans une sous-variété loalement invariante tangente à Ec ⊕Eu ;
 K possède une onnexion forte généralisée ;
 pour tout x ∈ K l'intersetion W sloc(x) ∩K est totalement disontinue.
Ce résultat s'étend aux lasses homolines hyperboliques par haînes.
Théorème 10.8 (Crovisier-Pujals). Considérons une lasse homoline H et une déomposition
dominée THM = E
cs ⊕ Ecu = (Ess ⊕ Ec) ⊕ Ecu ave dim(Ec) = dim(Ecu) = 1 telle que Ecs
et Ecu soient nement piégés par f et f−1 respetivement. Alors l'un des trois as suivants se
produit :
 H est ontenue dans une sous-variété loalement invariante tangente à Ec ⊕ Ecu ;
 H possède une onnexion forte généralisée ;
 il existe une famille de plaques Wcs loalement invariante et tangente à Ecs telle que pour
tout x ∈ H l'intersetion Wcsx ∩H est totalement disontinue.
Idée de la démonstration. Supposons H sans onnexion forte généralisée.
Armation. Il n'existe pas d'ensemble onnexe C ⊂ H non réduit à un point et ontenu dans
une variété stable forte.
Démonstration. Supposons le ontraire. Nous utilisons les deux propriétés suivantes.
 En itérant C négativement, on obtient des ensembles onnexes de diamètre arbitrairement
grand dans les feuilles stables fortes.
 Les projetions de C par holonomie le long des plaques entre-instables, préservent les
feuilles stables fortes : en eet, si l'image C ′ de C par holonomie est ontenue dans une
plaque entre-stable et renontre plusieurs variétés stables fortes, on hoisit un point pé-
riodique q prohe de C ′ et on en déduit que la plaque entre-instable Wcuq de q renontre
C. Les itérés f−n(C) lorsque n → +∞ onvergent vers une partie onnexe non triviale
ontenue dans H ∩W ss(q). Cei ontredit l'hypothèse sur H.
En transportant C par holonomie sur une variété stable d'orbite périodique q ontenue dans
H, es propriétés impliquent que W ss(q) renontre H sur un ensemble onnexe non trivial,
ontredisant l'hypothèse que H n'a pas de onnexion forte généralisée.
Supposons que H ontienne un ensemble onnexe non trivial C ontenu dans une plaque
entre-stable. Puisque C intersete haque variété stable forte selon un ensemble totalement
disontinu, C est un graphe au-dessus de la diretion entrale : 'est une ourbe.
Considérons à présent une orbite périodique O ayant un point q prohe de C. La projetion
de C sur la plaque entre-stable de q déni une nouvelle ourbe Cq ⊂ H ; puisque W
ss(q) \ {q}
n'intersete pas C, ette ourbe ontient q. En itérant, on obtient également une ourbe en
haque point de O. Puisque H ontient un ensemble dense de points périodiques, on onstruit
par passage à la limite une ourbe Cx ⊂ H en haque point de H.
Supposons que H n'est pas ontenue dans une variété tangente à Ec ⊕Ecu. D'après le théo-
rème 6.2, il existe deux points x 6= y tels que W ss(x) = W ss(y). Soit q un point périodique
prohe de y. La projetion par holonomie de Cx sur la plaque entre-stable de q oupe W
ss(q)
en un point de W ss(q) \ {q} appartenant à H. Nous avons à nouveau ontredit l'existene d'une
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onnexion forte généralisée. Par onséquent, les omposantes onnexes de H dans les plaques
entre-stables sont triviales.
10.4 Appliation : non dégénéresene des brés uniformes
Nous déduisons des setions préédentes un résultat [52℄ qui omplète le théorème 9.30.
Corollaire 10.9 (Crovisier-Pujals). Pour tout diéomorphisme appartenant à un Gδ dense de
Diff1(M)\T ∪ C, toute lasse de réurrene par haînes qui n'est pas un puits ou une soure pos-
sède une struture partiellement hyperbolique ave brés stables et instables forts non dégénérés.
Démonstration. Nous appliquons le théorème 9.30 sur la struture partiellement hyperbolique
des lasses de réurrene par haînes.
Considérons une lasse apériodique. Elle possède une struture partiellement hyperbolique
ave entral de dimension 1 de type (N). La proposition 9.11 montre alors diretement que les
brés uniformes sont non dégénérés.
Considérons une lasse homoline non hyperbolique H(p) : elle admet une struture partiel-
lement hyperbolique de la forme Es ⊕ Ec ⊕ Eu ou Es ⊕ Ec1 ⊕ E
c
2 ⊕ E
u
. Dans le premier as,
le théorème 10.4 montre que Es et Eu ne sont pas dégénérés si la lasse n'est pas un puits ou
une soure. Dans le seond as, la lasse est hyperbolique par haînes ave une déomposition
Ecs ⊕ Ecu = (Es ⊕ Ec1) ⊕ (E
c
2 ⊕ E
u). Si Eu est dégénéré, le théorème 10.8 montre que l'on est
dans l'un des as suivants.
 La lasse est ontenue dans une surfae tangente à Ec1 ⊕E
c
2 et d'après le théorème 10.3 et
la remarque 10.6 elle est hyperbolique : 'est une ontradition.
 La lasse possède une onnexion forte. Si le bré Ec1 n'est pas uniformément ontraté, il
existe des orbites périodiques homoliniquement reliées à p ayant un exposant selon Ec1
arbitrairement faible d'après le théorème 9.30. On déduit du lemme 8.7 que l'on perturber
le diéomorphisme pour réer un yle hétérodimensionnel. C'est à nouveau une ontra-
dition.
 La lasse est totalement disontinue le long des plaques entre-stables.
On applique alors le théorème 10.5 et on en déduit que Ec2 est uniformément dilaté.
Corollaire 10.10 (Crovisier-Pujals). Tout diéomorphisme dans un Gδ dense de Diff
1(M) \
T ∪ C, possède au plus un nombre ni de puits et de soures.
Démonstration. Une suite de puits ou de soure doit s'aumuler sur une partie d'une lasse de
réurrene par haînes qui n'est ni un puits ni une soure.
10.5 Hyperboliité des quasi-attrateurs
Voii un nouveau résultat sur la géométrie des ensemble hyperboliques : quitte à perturber,
l'existene de variété stables fortes renontrant la lasse en plusieurs points peut être détetée
sur les orbites périodiques. Cei reprend un travail antérieur de Pujals [145, 146℄.
Théorème 10.11 (Crovisier-Pujals). Soit K un attrateur hyperbolique ave une déomposition
dominée TKM = E
s ⊕ Eu = (Ess ⊕ Ec)⊕Eu, dim(Ec) = 1.
Il existe alors une perturbation g ∈ Diff1(M) de f telle que
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 ou bien W ss(x) ∩K = {x} pour tout x ∈ K,
 ou bien K possède une onnexion forte généralisée.
Ce résultat s'étend aux lasses hyperboliques par haînes.
Théorème 10.12 (Crovisier-Pujals). Soit H un quasi-attrateur qui est une lasse homoline
ave une déomposition dominée THM = E
cs ⊕ Ecu = (Es ⊕ Ec) ⊕ Eu, dim(Ec) = 1 telle que
Ecs est nement piégé.
Il existe alors une perturbation g ∈ Diff1(M) de f telle que
 ou bien W ss(x) ∩H = {x} pour tout x ∈ K,
 ou bien H possède une onnexion forte généralisée.
Nous pouvons à présent terminer la démonstration du théorème 10.2.
Démonstration du théorème 10.2. Par symétrie, il sut de traiter le as des attrateurs.
Nous savons d'après le théorème 9.32 que haque quasi-attrateur qui n'est pas un ensemble
hyperbolique est une lasse homoline ave une déomposition dominée THM = E
cs ⊕ Ecu =
(Es ⊕Ec)⊕Eu, dim(Ec) = 1. Nous pouvons alors appliquer le théorème 10.12. Dans le premier
as, le théorème 6.2 montre que H est ontenue dans une sous-variété loalement invariante
tangente à Ec ⊕ Eu. Le théorème 10.4 et la remarque 10.6 impliquent alors que H est un en-
semble hyperbolique. Dans le seond as, puisque H possède des orbites périodiques faibles
homoliniquement reliées à p, il existe d'après le lemme 8.7 une perturbation de f admettant
un yle hétérodimensionnel : 'est une ontradition. Nous avons don montré que tous les
quasi-attrateurs sont des ensembles hyperboliques.
D'après les résultats de la setion 3.3, l'union des bassins des attrateurs est dense dans M .
D'après le orollaire 10.10, l'ensemble des puits de f est ni. D'après la proposition 9.33, l'union
des attrateurs non triviaux est fermée : il n'y a don qu'un nombre ni d'attrateurs.
10.6 Classiation des onnexions fortes
Abordons maintenant ertains arguments importants de la démonstration du théorème 10.12.
Proposition 10.13. Considérons une lasse homoline H(p) ayant les mêmes propriétés qu'au
théorème 10.12. Elle satisfait alors l'un des as suivants :
a) il existe g C1-prohe de f tel que, pour tout x appartenant à la ontinuation H(pg) de
H(p) pour g, on ait W ss(x) ∩H(pg) = {x} ;
b) il existe g C1-prohe de f ayant une onnexion forte généralisée ;
) il existe deux points périodiques px, py homoliniquement reliés à l'orbite de p, et un ouvert
U de diéomorphismes g C1-prohe de f tels que pour tout g ∈ U il existe deux points
distints x ∈W u(px) et y ∈W
u(py) dans H(pg) ave W
ss(x) =W ss(y) ;
d) il existe un point périodique q homoliniquement relié à l'orbite de p et pour tout diéo-
morphisme g C1-prohe de f deux points xg 6= yg dans W
s(qg)∩H(pg) tels que W
ss(xg) =
W ss(yg).
Idée de la démonstration lorsque K = H(p) est un ensemble hyperbolique. Nous pouvons suppo-
ser qu'il existe x 6= y dans K ave W ss(x) =W ss(y) ar sinon nous sommes dans le as a).
Fixons une famille de plaques entre-instables Wuu et une petite onstante ε > 0. Nous
omparons alors les variétés instables W uloc(x) et W
u
loc(y) en projetant W
u
loc(y) sur la plaque
entre-instable de x par l'holonomie Πss le long des variétés stables fortes. Trois as sont possibles.
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 Intersetion transverse. Il existe x 6= y dansK aveW ss(x) =W ss(y) tels que la projetion
Πss(W uloc(y)) intersete les deux omposantes onnexes de B(x, ε) ∩ (W
cu
x \W
uu
loc (x)).
 Intégrabilité jointe. Il existe x 6= y dans K ave W ss(x) =W ss(y) et tels que Πss(W uloc(y))
et W uloc(x) oïnident dans B(x, ε).
 Intersetion stritement non transverse. Pour tout x 6= y ave W ss(x) = W ss(y), la
projetion Πss(W uloc(y)) est disjointe de l'une des omposantes onnexes de B(x, ε)∩(W
cu
x \
W uuloc (x)) et intersete l'autre.
Dans le as transverse, on hoisit px, py périodiques prohes de x et y respetivement. Par
ontinuité du feuilletage instable, nous sommes dans le as ).
Dans le as de l'intégrabilité jointe, on hoisit q périodique prohe de x. Sa variété stable loale
oupe W u(x) et W u(y) en deux points x′, y′ ∈ K. On aW ss(x′) =W ss(y′). Pour tout difféomor-
phisme C1-prohe g, les ontinuations hyperboliques x′g, y
′
g ∈ Kg de x
′, y′ pour g appartiennent
toujours à la variété stable loale W sloc(qg). Si y
′
g appartient à la variété W
ss
loc(x
′
g) pour tout g
C1 prohe de f , nous sommes dans le as d). Si y′g n'appartient plus à la variété W
ss
loc(x
′
g), on
onsidère un ar (gt) entre f et g dans un petit voisinage de f dans Diff
1(M). Puisque x′ est
aumulé par des points périodiques de K, nous en déduisons qu'il existe gt tel que Π
ss(y′gt)
appartient à la variété instable d'un tel point périodique. Nous obtenons don une onnexion
forte généralisée (as b).
Il reste à examiner le as stritement non transverse. Puisqu'il n'y a pas d'intersetion trans-
verse, les points x 6= y ave W ss(x) =W uu(y) ne sont aumulés par K ∩W sloc(x) que d'un seul
té de W ssloc(x) (voir la gure 10.1). De tels points sont appelés points de frontière stable forte.
x
x′
Wuloc(x)
Wuloc(x
′)
Πss(Wuloc(y))
Fig. 10.1  Intersetion stritement non transverse.
Lemme 10.14. Les points de frontière stable forte appartiennent à la variété instable d'un point
périodique qui est un point de frontière stable forte. Ces points périodiques frontière sont en
nombre ni.
Considérons les points périodiques frontière stable forte p1, . . . , pℓ de f et leur variétés in-
stables loales. S'il existe un ar (gt) de diéomorphismes prohes de f et un point y ∈W
u
loc(pi)
tel que
 xg0 := Π
ss(yg0) appartient à une autre variété W
u
loc(pj),
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 Πss(yg1) appartient à la omposante onnexe de W
s
loc(xg1) \ W
ss
loc(xg1) dans laquelle K
aumule xg,
nous onluons omme préédemment que l'un des diéomorphismes gt a une onnexion forte.
Nous sommes dans le as b).
Dans le as ontraire, s'il existe un diéomorphisme g C1-prohe de f tel que toutes les
intersetions Πss(W uloc(pi)) ∩W
u
loc(pj) sont disjointes, nous sommes dans le as a).
Finalement, il existe un ouvert U de diéomorphismes prohe de f en topologie C1 et deux
points pi, pj tels que pour tout g ∈ U les variétés Π
ss(W uloc(pi)) et W
u
loc(pj) s'intersetent. Nous
sommes alors dans le as ).
10.7 Connexions de variétés instables périodiques
Nous disutons à présent le as ) du théorème 10.12 (dans le adre hyperbolique) et montrons
que l'on peut perturber f pour obtenir une onnexion forte.
Proposition 10.15. Considérons un attrateur hyperbolique K ave une déomposition dominée
TKM = E
s ⊕ Eu = (Ess ⊕ Ec) ⊕ Eu telle que dim(Ec) = 1. Supposons qu'il existe deux points
périodiques px, py ∈ K et, pour tout g C
1
-prohe de f , deux points distints x ∈ W u(px,g) et
y ∈W u(py,g) de Kg tels que W
ss(x) =W ss(y).
Il existe alors g C1-prohe de f et q ∈ H(pg) périodique tel que W
ss(q) intersete W u(py).
Idée de la démonstration. Soient :
 λu > 1 une onstante qui minore la dilatation des itérés positifs de f le long de E
u
,
 λ ∈ (0, 1) une onstante qui minore la domination entre Ess et Ec,
 log(λc) l'exposant de Lyapunov de l'orbite de px le long de E
c
.
Quitte à le remplaer par un diéomorphisme prohe, nous pouvons supposer que f est de
lasse C2 et linéaire au voisinage de px. Nous pouvons supposer également que W
ss(px) \ {px}
est disjoint de K puisque dans le as ontraire le lemme de onnexion permet de réer par per-
turbation une intersetion entre W ss(px) et W
u(py) et de onlure diretement la démonstration
de la proposition. Nous noterons W uloc(py) et W
u
loc(px) des variétés loales de px et py ontenant
x, y respetivement.
Connexion à retours lents. Nous dirons que la onnexion est à retours lents s'il existe des
éhelles d > 0 arbitrairement petites telles que le temps d'entrée pour x et y dans la boule
U = B(f−1(x), d) est supérieur à C0.| log(d)| pour une ertaine onstante C0 > 0. Dans e
as, nous perturbons f dans la boule U pour obtenir un diéomorphisme g tel que g(f−1(x))
appartienne à la plaque entrale de x. La distane r entre g(f−1(x)) et x vérie r/d > ε où ε ne
dépend que de la taille de la perturbation C1 autorisée.
Après perturbation les ontinuations xg et yg de x, y appartiennent à g(W
u
loc(px)) et àW
u
loc(py)
mais ne oïnident pas néessairement ave g(f−1(x)) et y. On a les estimées
d(xg, g(f
−1(x))) < λ−nxu , d(yg, y) < λ
−ny
u ,
où nx, ny sont les temps d'entrée de x et y dans U .
Puisque f est de lasse C2, l'holonomie Πssf du feuilletage stable fort (déni sur un voisinage
de K) est hölderienne [144℄ : il existe α tels que
d(Πssf (yg),Π
ss
f (y)) < d(yg, y)
α.
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Nous omparons également les holonomies Πssf ,Π
ss
g pour f et pour g :
d(Πssf (yg),Π
ss
g (yg)) < λ
nyg ,
où nyg est le temps d'entrée de yg dans U .
Puisque Πssf (y) = x, on a
d(xg,Π
ss
g (yg)) >
d(g(f−1(x)), x) − d(g(f−1(x)), xg)− d(Π
ss
g (yg),Π
ss
f (yg))− d(Π
ss
f (yg),Π
ss
f (y)).
Par onséquent xg 6= Π
ss
g (yg) lorsque
r − λ−nxu − λ
−α.ny
u − λ
nyg > 0.
Les temps d'entrée nx, ny, nyg sont essentiellement les mêmes ar yg est la ontinuation de y et
x, y appartiennent à une même variété stable forte. Nous notons n = inf(nx, ny, nyg). Puisque
r > ε.d, la onnexion entre x et y est brisée par perturbation lorsque n > C0.| log(d)| pour une
ertaine onstante C0 > 0, e qui est le as puisque la onnexion est à retours lents.
Considérons un ar de diéomorphismes (gt) prohe de f et joignant f à g. Par ontinuité, il
existe un diéomorphisme gt tel que W
ss
loc(ygt) intersete la variété instable d'un point périodique
de K prohe de x. Cei onlut la démonstration de la proposition dans e as.
Connexion à retours rapides. Dans e as, pour tout d > 0, le temps de retour de x et y
dans la boule U = B(f−1(x), d) est inférieur à C0.| log(d)|. Cei implique le lemme lé suivant.
Lemme 10.16. Il existe a > b > 0 et n arbitrairement grand tel que :
 fn(x) est à distane inférieure à e−a.n de x,
 les itérés fk(x), 0 < k < n, sont à distane supérieure à e−b.n de x.
Démonstration. Considérons la suite des plus prohes retours fni(x) de x près de lui même. Nous
xons un voisinage W de l'union des variétés stables et instables loale de l'orbite de px. Nous
supposons que l'orbite passée de f−1(x) est ontenue dans W , mais x /∈W . Pour haque retour
fni(x) de x près de lui-même, nous notons {fmi(x), . . . , fni−1(x)} le segment d'orbite maximal
ontenu dans W .
Pour haque i, la longueur ℓi = ni−mi est de l'ordre de | log(di)|, où di est la distane entre
fni(x) et la variété W uloc(x). En eet, puisque W
ss(px) \ {px} est disjoint de K, les retours près
de x et de px se font le long de la diretion entrale unidimensionnelle. Puisque f est linéaire au
voisinage de px, la distane di est de l'ordre de λ
ℓi
c .
Par hypothèse nous avons don
ni ≤ C0.| log(di)| ≤ C1.ℓi.
Posons
R = lim sup
i
ℓi
ni
.
Pour ε > 0 petit, nous hoisissons j0 tel que pour tout j > j0 on ait
ℓj
nj
< (1 + ε).R.
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Nous hoisissons ensuite ni arbitrairement grand pour que
ℓi
ni
> (1− ε).R.
Pour tout j0 < j < i nous avons nj < ni − ℓi et don
ℓj < (1 + ε).R.nj < (1 + ε).R.(1 − (1− ε).R).ni.
Nous posons a0 = (1− ε)
2.R et b0 = (1+ ε)
2.R.(1− (1− ε).R). Puisque R appartient à [C−11 , 1],
nous avons a0 > b0 > 0. On a bien
di < λ
(1−ε)ℓi
c < λ
a0.ni
c
et pour tout j < i,
dj > λ
(1+ε)ℓj
c > λ
b0.ni
c .
Le lemme est don démontré ave a = a0| log λc| et b = b0| log λc|.
Pour onlure la démonstration de la proposition 10.15 dans e as, nous onsidérons un
disque D ontenu dans la variété stable forte de y et ontenant x et y. Pour tout point z ∈ D
et tout retour fn(z) près de x, le rayon de fn(D) est très petit devant la distane d de fn(z) à
W uloc(px) : si ℓ est le temps de passage près de l'orbite de px, la distane d est de l'ordre de λ
ℓ
c et
le rayon de fn(D) est inférieur à λℓs, où λs < λc majore la ontration de Df
n
px le long de E
s
.
Choisissons n omme dans le lemme préédent : fn(D) est ontenu dans une boule entrée en
x et de rayon très petit devant les distanes à x des images fk(D), 0 < k < n. Il existe don une
perturbation g de f près de f−1(x) telle que gn(D) ⊂ D. On en déduit que g possède un point
périodique q ∈ D dont la variété stable forte ontient D. Puisque W uloc(py) n'a pas été perturbé,
W ss(q) et W u(py) s'intersetent.
10.8 Connexions ontenues dans une variété stable périodique
Pour terminer la démonstration du théorème 10.11, nous devons expliquer omment perturber
dans le as d) de la proposition 10.13 an de réer une onnexion forte.
Proposition 10.17. Considérons un ensemble hyperbolique K loalement maximal muni d'une
déomposition dominée TKM = E
s ⊕ Eu = (Ess ⊕ Ec)⊕ Eu ave dim(Ec) = 1. Supposons qu'il
existe q ∈ K périodique et deux points x 6= y de K et tels que pour tout g C1 prohe de f les
ontinuations xg et yg vérient xg ∈W
ss(yg).
Il existe alors un ar de diéomorphismes (gt) C
1
-prohe de f et des points x′, y′ ∈ K tels
que W ssloc(x
′
gt) traverse W
u
loc(y
′
gt) lorsque t varie.
On obtient la onnexion forte en remplaçant z par un point périodique prohe.
Nous supposerons pour simplier que q est un point xe et (quitte à remplaer f par un
diéomorphisme prohe) que la dynamique est linéaire au voisinage de q. Dans une arte, f est
de la forme :
(xss, xc, xu) 7→ (As(xss), λc.x
c, Au(xu)),
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où As, (Au)−1 sont des appliations linéaires ontratantes et λc appartient à (−1, 0) ∪ (0, 1).
Nous notons dss la dimension du bré Ess.
Dans la variété stable loaleW sloc(q) (qui oïnide ave R
dss+1×{0} loalement), le feuilletage
stable fort Fss oïnide ave le feuilletage en sous-espaes anes parallèles à Rd
ss
× {0}.
Il existe un point z ∈ W u(q) ∩ W s(q) ∩ K d'orbite distinte de elles de x et y. Fixons
un disque D de W s(q) qui ontient z. Quitte à remplaer z par un itéré négatif, nous pouvons
supposer que tous ses itérés négatifs sont ontenus dans le voisinage linéarisant de q. Par petite
perturbation, nous pouvons redresser D et le feuilletage stable fort dans D : le disque D est alors
ontenu dans un plan parallèle à Rd
ss+1 × {0} et Fss est le feuilletage en sous-espaes parallèles
à Rd
ss
× {0}.
Nous omparons à présent les espaes instables aux points de K prohes de q : nous nous
intéressons ainsi aux angles entre deux espaes instables dans la diretion entrale, i.e. à l'angle
entre leurs projetions dans l'espae de oordonnées Ec(q)⊕ Eu(q).
En remplaçant x, y par des itérés positifs, Eu(x), Eu(y) sont arbitrairement prohes de Eu(q).
Es
Eu
Ec
x′
y′′
y′
yg
xg
q
Fig. 10.2  Perturbation dans une variété stable périodique.
Nous xons une petite onstante α > 0. Nous perturbons f au voisinage de f−1(x) en
un diéomorphisme g de sorte que g oïnide ave f au voisinage de f−1(x) sur W s(q) mais
Dgf−1(x).E
u(f−1(x)) est envoyé sur un espae faisant un angle α ave Eu(x).
La norme C0 de la perturbation peut être rendue arbitrairement C0-petite si le support de la
perturbation est ontenu dans un voisinage arbitrairement petit de f−1(x). En revanhe l'angle
α est donné par la taille de la perturbation C1. On en déduit que les ontinuations xg, yg restent
arbitrairement prohes de x, y. Par onséquent, Eu(xg) fait un angle prohe de α ave E
u(x) et
Eu(q) ; l'espae Eu(yg) un angle arbitrairement petit ave E
u(y) et Eu(q).
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Les itérés g−n(D) pour n ≥ 0 grand s'aumulent surW sloc(q) et reoupent W
u
loc(xg),W
u
loc(yg)
en deux points x′, y′. Pour n grand les veteurs (xg, x
′) et (yg, y
′) sont prohes de Eu(xg) et
Eu(yg). Soit y
′′
la projetion de x′ sur la plaque entre-instable de y′g, par l'holonomie le long
des variétés stables fortes. Voir la gure 10.2.
Les orbites positives de x′ par g et f oïnident. Par onséquent la variété stable forte loale
de x′ est la même pour f et pour g : 'est un sous-espae ane parallèle à W ssloc(x
′). On en déduit
que les veteurs (xg, x
′) et (yg, y
′′) ont la même diretion. Par onséquent pour g, (yg, y
′′
g ) fait un
angle prohe de α ave Eu(yg) et E
u(q).
Considérons à présent un ar de diéomorphismes en faisant varier l'angle α : par ontinuité
nous pouvons assurer que la diretion du veteur (yg, y
′′
g ) traverse E
u
g , en projetion dans l'espae
de oordonnée Ec(q)⊕ Ess(q). On en déduit que W ssloc(x
′
g) traverse W
u
loc(yg).
10.9 Continuation des lasses hyperboliques par haînes
Pour généraliser les raisonnements des setions préédentes dans le as des lasses hyperbo-
liques par haînes (i.e. dans le adre du théorème 10.12), nous avons besoin de dénir la notion
de ontinuation de la lasse (qui ne pose pas de problème dans le adre hyperbolique).
On onsidère une lasse de réurrene par haînes qui est une lasse homoline H(p) ave
une struture partiellement hyperbolique TH(p)M = E
s ⊕ Ec ⊕ Eu, dim(Ec) = 1, telle que
Ec est nement piégée. Pour tout g C1-prohe de f , la lasse homoline H(pg) est ontenue
dans un petit voisinage de H(p), possède la même struture partiellement hyperbolique, et reste
hyperbolique par haînes (théorème 5.20).
Remarquons que H(p) possède un ensemble dense P de points périodiques q pour lesquels
l'exposant de Lyapunov entral est uniformément majoré par une onstante stritement négative,
et il existe également une famille de plaques Wcs tangente à Es ⊕ Ec, piégée, telle que Wcsq ⊂
W s(q) pour haque point q ∈ P.
Lemme 10.18. Il existe un voisinage U ⊂ Diff1(M) de f formé de diéomorphismes g pour les-
quels la ontinuation hyperbolique qg de haque point q ∈ P est bien dénie et tels que l'ensemble
{qg, q ∈ P} est dense dans H(pg).
Dénition 10.19. Pour g, g′ ∈ U , deux points x ∈ H(pg), x
′ ∈ H(pg′) ont la même ontinuation
s'il existe une suite (qn) de P telle que (qn,g) onverge vers x et (qn,g′) onverge vers x
′
.
Le lemme 10.18 implique que pour tout g, g′ ∈ U et tout x ∈ H(pg), il existe x
′ ∈ H(pg′)
ayant la même ontinuation que x. Cette notion ne dépend pas du hoix de l'ensemble de points
périodiques P. En général la ontinuation d'un point n'est pas unique mais si x′1, x
′
2 ont la même
ontinuation que x, alors x′1 et x
′
2 appartiennent à la même plaque entre-stable.
Pour les diéomorphismes loin des onnexions fortes, haque point possède au plus deux
ontinuations. En eet, si x′1, x
′
2, x
′
3 sont des ontinuations de x, on introduit trois suites (q1,n),
(q2,n), (q3,n) dans P telles que leurs ontinuations pour g onvergent toutes vers x et leurs onti-
nuations pour g′ onvergent vers x′1, x
′
2, x
′
3 respetivement. Si (gt) est un ar de diéomorphismes
dans U joignant g à g′, il existe gt ayant une onnexion forte pour l'un des points périodiques
onsidérés. Nous allons donner un énoné plus préis.
Pour haque g ∈ U , nous introduisons H˜(pg), l'ensemble des paires (x, σ) où x est un point de
H(pg) et σ est une orientation de E
c(x) telle que x est aumulé par H(pg) dans la omposante
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de Wcs(x) \W ssloc(x) déterminée par σ. C'est une partie du bré unitaire assoié à E
c
H(pg)
. La
dynamique de g s'étend don en une dynamique g˜ sur H˜(pg). On introduit aussi la projetion
πg : H˜(pg)→ H(pg) telle que πg(x, g) = x.
Proposition 10.20. Considérons une lasse de réurrene par haînes de f qui est une lasse
homoline non triviale H(p) munie d'une struture partiellement hyperbolique TH(p)M = E
s ⊕
Ec ⊕ Eu ave dim(Ec) = 1 et telle que Ecs = Es ⊕ Ec est nement piégé. Supposons aussi que
pour tout diéomorphisme g C1-prohe de f , la lasse H(pg) n'a pas de onnexion forte.
Il existe alors un voisinage U ⊂ Diff1(M) de f tel que pour tout g, g′ ∈ U on ait les propriétés
suivantes.
 (Relèvement.) L'appliation πg : H˜(pg)→ H(pg) est surjetive et semi-onjugue g˜ et g.
 (Continuation du relèvement.) Pour tout x˜g = (xg, σ) ∈ H˜(pg), il existe un unique x˜g′ =
(xg′ , σ
′) ∈ H˜(pg′) tel que πg(x˜g) = xg et πg′(x˜g′) = xg′ ont la même ontinuation et les
orientations σ sur Ec(xg) et σ
′
sur Ec(xg′) oïnident. Cei dénit une bijetion
Φg,g′ : H˜(pg)→ H˜(pg′).
 (Continuation de la projetion.) Pour tout xg ∈ H(pg) et xg′ ∈ H(pg′) ayant la même
ontinuation il existe x˜ ∈ H˜(p) tel que πg(Φf,g(x˜)) = xg et πg′(Φf,g′(x˜)) = xg′.
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Chapitre 11
Centralisateurs de diéomorphismes
Nous utilisons les résultats des hapitres préédents pour dérire le entralisateur des difféo-
morphismes de lasse C1 dans le groupe Diff1(M). Dans [26, 27℄ nous montrons que le entralisa-
teur d'un diéomorphisme C1-générique f est trivial, i.e. oïnide ave le groupe engendré par f .
Cei répond à une onjeture de Smale [174, 175℄. Pour obtenir e résultat, nous devons avoir une
bonne desription de la dynamique globale : on peut don voir e hapitre omme un test de notre
ompréhension des dynamiques C1-génériques. La démonstration néessite de savoir perturber
un diéomorphisme en préservant sa dynamique topologique mais en modiant la dynamique
de son appliation tangente. Par ailleurs, dans [25℄ nous onstruisons un ouvert non vide O de
Diff1(M) et une partie dense de O onstituée de diéomorphismes dont le entralisateur est non
dénombrable, don non trivial.
11.1 Diéomorphismes ommutant
Si f, g sont des diéomorphismes qui ommutent, g préserve l'ensemble des orbites de f
ainsi que les invariants dynamiques diérentiables et topologiques de f . Un argument faile de
transversalité (voir [62, proposition 4.5℄) montre que pour tout p-uple générique (f1, . . . fp) ∈
(Diffr(M))p ave p ≥ 2 et r ≥ 0, le groupe 〈f1, . . . , fp〉 est libre. Cei motive la question suivante
posée par Smale [174, 175℄.
Considérons une variété onnexe ompate sans bord M et pour tout diéomorphisme f ∈
Diffr(M), dénissons son entralisateur
Zr(F ) = {g ∈ Diff1(M), fg = gf}.
Il ontient le groupe ylique 〈f〉. Nous disons que f a un entralisateur trivial si Zr(f) = 〈f〉.
Question 1 (Smale). Pour r ≥ 1, onsidérons l'ensemble des diéomorphismes Cr ayant un
entralisateur trivial.
1. Cet ensemble est-il dense dans Diffr(M) ?
2. Cet ensemble ontient-il un Gδ dense de Diff
r(M) ?
3. Cet ensemble ontient-il un ouvert dense de Diffr(M) ?
Ce problème remonte au travail de Kopell [82℄ qui a donné une réponse omplète pour r ≥ 2
et M = S1 : dans e as, l'ensemble des diéomorphismes à entralisateur trivial ontient un
ouvert dense.
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En dimension plus grande, la desription du entralisateur demande une ompréhension ne
de la dynamique globale : puisqu'un élément du entralisateur d'un diéomorphisme peut oïn-
ider ave l'identité sur ertaines parties de M , nous devons tenir ompte des orbites pour f
d'une partie dense de M . Seules ertaines lasses de diéomorphismes ont été traitées.
 En régularité C∞, l'ensemble des diéomorphismes à entralisateur trivial ontient un
ouvert dense de l'ensemble des diéomorphismes possédant un puits ou une soure et
satisfaisant l'axiome A et la ondition de transversalité forte [125℄. Sur le tore Tn, il ontient
un ouvert dense de l'ensemble des diéomorphismes d'Anosov [126℄ (voir aussi [55℄). Il
ontient aussi un Gδ dense d'un ouvert de diéomorphismes partiellement hyperboliques
ave bré entral de dimension 1 [44℄.
 En régularité C1, Togawa [178, 179℄ a montré que l'ensemble des diéomorphismes de lasse
C1 à entralisateur trivial ontient un Gδ de dense de l'ensemble des diéomorphismes
satisfaisant l'axiome A ; en partiulier, les diéomorphismes C1-génériques du erle ont
un entralisateur trivial [178, 179℄.
Nous avons obtenu une réponse omplète à la question de Smale en lasse C1.
Théorème 11.1 (Bonatti-Crovisier-Wilkinson [27℄). Il existe dans Diff1(M) un Gδ dense formé
de diéomorphismes f ayant un entralisateur Z1(f) trivial.
Théorème 11.2 (Bonatti-Crovisier-Vago-Wilkinson [25℄). Il existe un ouvert non vide U de
Diff1(M) et une partie dense D ⊂ U formée de diéomorphismes f ayant un entralisateur
Z1(f) non dénombrable. En partiulier l'ensemble des diéomorphismes à entralisateur trivial
ne ontient pas un ouvert dense de Diff1(M).
Dans le as onservatif (lorsque qu'une forme volume ou une forme sympletique est préser-
vée), l'analogue du théorème 11.1 reste vrai [26℄. L'analogue du théorème 11.2 reste vrai dans
le adre sympletique mais nous n'avons pas de onstrution pour l'espae des diéomorphismes
préservant une forme volume.
11.2 Stratégie pour montrer que le entralisateur est trivial
a) Centralisateur loalement trivial
Bien souvent, la première étape pour montrer que le entralisateur d'un diéomorphisme est
trivial onsiste à montrer qu'il est loalement trivial.
Dénition 11.3. Le entralisateur Z1(f) d'un diéomorphisme f est loalement trivial si pour
tout g ∈ Z1(f), il existe un ouvert dense U ⊂ M et une appliation loalement onstante
α : U 7→ Z telle que g(x) = fα(x)(x) pour tout x ∈ U .
Dans [82℄, le ontrle de la distorsion de la dérivée des appliations C2 est un des ingrédients
prinipaux pour montrer que le entralisateur est trivial. Dans le adre des diéomorphismes C1
génériques, nous devons hanger d'argument puisque la distorsion n'est pas bornée : urieusement,
'est ette fois le fait que la distorsion explose qui nous permet d'amorer la démonstration.
Propriété (MD
M\Ω
). Un diéomorphisme f satisfait la propriété de mauvaise distorsion sur
l'ensemble errant, s'il existe une partie dense D ⊂ M \ Ω(f) telle que pour tout K > 0 et tous
x ∈ D, y ∈M \Ω(f) appartenant à des orbites diérentes, il existe n ≥ 1 tel que
| log |detDfn(x)| − log |detDfn(y)|| > K.
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Propriété (MD
s
). Un diéomorphisme f satisfait la propriété de mauvaise distorsion sur les
variétés stables (MD
s
) si, pour toute orbite périodique hyperbolique O, il existe une partie dense
D ⊂W s(O) (pour la topologie intrinsèque de W s(O)) telle que pour tout K > 0 et tous x ∈ D,
y ∈W s(O) appartenant à des orbites diérentes, il existe n ≥ 1 tel que
| log |detDfn|W s(O)(x)| − log |detDf
n
|W s(O)(y)|| > K.
D'après les théorèmes 2.1 et 2.2 ainsi que les résultats de la setion 3.3, les propriété suivantes
sont C1-génériques :
1. toutes les orbites périodiques sont hyperboliques ;
2. des orbites périodiques distintes ont des valeurs propres distintes ;
3. pour toute omposante onnexe U appartenant à l'intérieur de l'ensemble non-errant Ω,
il existe une orbite périodique O ⊂ Int(Ω) telle que U est ontenue dans l'adhérene de
W s(O).
Conséquene. Tout diéomorphisme f ayant les propriétés C1-génériques 1, 2, 3 i-dessus et
qui satisfait les propriétés (MD
M\Ω
) et (MD
s
) a un entralisateur loalement trivial.
Démonstration. Les propriétés (MD) permettent d'individualiser les orbites : si f satisfait la
propriété (MD
M\Ω
), alors tout diéomorphisme g ∈ Z1(f) doit préserver haque orbite deD. Cei
permet de onstruire la fontion α de la dénition 11.3 sur D. Sur l'ensemble errant, la fontion
α doit être loalement onstante. Par onséquent, α s'étend ontinûment sur tout M \Ω(f) (en
partiulier, elle est onstante sur haque omposante de l'ensemble errant).
Si f satisfait la propriété (MDs), le même argument s'applique à la variété stable de toute
orbite périodique hyperbolique préservée par g ∈ Z1(f) ; en partiulier Dg et Dfα oïnident aux
points de l'orbite O et α est onstante sur toute la variété stable. Puisque les orbites périodiques
de f ont des valeurs propres distintes, g xe individuellement haune d'entre elles et l'on peut
don appliquer la propriété (MD
s
). Pour toute omposante onnexe U de Int(Ω(f)), il existe une
orbite périodique O ⊂ Int(Ω(f)) telle que U est ontenue dans l'adhérene de W s(O). On en
déduit que α s'étend ontinûment en une fontion loalement onstante sur Int(Ω(f)).
La première étape vers le théorème 11.1 onsiste don à montrer le résultat suivant.
Théorème 11.4. Il existe un Gδ dense de Diff
1(M) formé de diéomorphismes qui satisfont les
propriétés (MD
M\Ω
) et (MD
s
).
La propriété (MD
s
) peut s'obtenir omme variante des arguments de [178, 179℄. La propriété
(MD
M\Ω
) est beauoup plus déliate à obtenir. En eet, les points d'une même variété stable
d'orbite périodique ont la même dynamique future, prohe d'une appliation linéaire. Au ontraire
dans l'ensemble errant les orbites distintes peuvent avoir des omportements très diérents. La
démonstration de e résultat utilise la notion de perturbation fantme (setion 11.3 plus bas)
mais nous ne l'expliquons pas ii.
b) Du loal au global
Nous introduisons une nouvelle propriété.
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Propriété (GD). Un diéomorphisme f satisfait la propriété de grande dilatation sur un
ensemble X ⊂ M si, pour tout K > 0, il existe n(K) ≥ 1 et pour tous x ∈ X et n ≥ n(K), il
existe j ∈ Z tels que
sup{‖Dfn(f j(x))‖, ‖Df−n(f j+n(x))‖} > K.
Conséquene. Soit f un diéomorphisme d'une variété onnexe M de dimension d ≥ 2 et
Per(f) l'ensemble de ses points périodiques. Supposons que f ait un entralisateur loalement
trivial, ait toutes ses orbites périodiques hyperboliques et satisfait la propriété (GD) sur M \
Per(f). Alors f a un entralisateur trivial.
Démonstration. Considérons g dans le entralisateur de f et K > maxx∈M (‖Dxg‖, ‖Dxg
−1‖).
Puisque le entralisateur de f est loalement trivial, on a g = fα où α : M → Z est une fontion
loalement onstante sur un ouvert dense deM . La propriété (GD) permet de borner α par n(K).
Puisque les orbites périodiques de f sont hyperboliques, l'ensemble des points périodiques P0 de
période inférieure à 2n(K) est ni. Considérons à présent une olletion d'ouverts {Ui}|i|≤n(K)
d'union dense dans M et telle que g = f i sur Ui. Sur M \ P0, les ensembles Ui sont deux à deux
disjoints. Puisque M \ P0 est onnexe, seul un des ensembles Ui est non vide. Cei montre que
g = f i pour un ertain entier i. Le entralisateur de f est don trivial.
Pour obtenir le théorème 11.1, nous montrons l'énoné suivant.
Théorème 11.5. Soit f un diéomorphisme dont les points périodiques sont hyperboliques. Il
existe g ∈ Diff1(M) arbitrairement prohe de f tel que la propriété (GD) soit satisfaite sur
M \ Per(f).
De plus,
 f et g sont onjugué par un homéomorphisme Φ de M , ;
 pour tout orbite périodique O de f , les dérivées de f le long de O et de g le long de Φ(O)
sont onjuguées ;
 si f satisfait les propriétés (MDM\Ω) et (MDs), alors g les satisfait également.
) Densité et génériité
Nous pouvons déduire des setions préédentes qu'il existe un ensemble dense de difféomor-
phismes de Diff1(M) ayant un entralisateur trivial. En eet, on peut perturber tout diéomor-
phisme f ∈ Diff1(M) pour que les propriétés génériques 1, 2 et 3 de la setion a) ainsi que
(MD
M\Ω
) et (MD
s
) soient satisfaites. On perturbe ensuite f en un diéomorphisme g donné par
le théorème 11.5 qui satisfait la propriété (GD). Les propriétés 1, 2, (MD
M\Ω
) et (MD
s
) sont
préservées. Puisque f et g sont onjuguées, la propriété 3 l'est également. Cei implique que le
entralisateur de g est trivial.
Nous ne pouvons pas obtenir la génériité des difféomorphismes à entralisateur trivial de
ette façon puisque la propriété GD n'est pas vériée sur un Gδ dense. Pour onlure nous fai-
sons un argument de génériité : pour des raisons de ompaité, nous travaillons ave l'espae
des homéomorphismes bilipshitziens Lip(M). Les raisonnements des setions préédentes per-
mettent de montrer que l'ensemble des diéomorphismes f ayant un entralisateur trivial dans
Lip(M) forme une partie dense de Diff1(M). En utilisant la proposition 2.9, nous en déduisons
qu'il ontient un Gδ dense, e qui onlut la démonstration du théorème 11.1.
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11.3 Perturbations fantmes
Nous présentons à présent quelques ingrédients importants pour la démonstration du théo-
rème 11.5. Certains de es arguments sont aussi utilisés pour obtenir le théorème 11.4.
Le théorème 11.5 permet de perturber un diéomorphisme f pour hanger la dynamique de
son appliation tangente sans hanger la lasse de onjugaison topologique de f . Pour ela, nous
onsidérons des domaines ouverts U ⊂M et un entier n ≥ 1 tels que les itérés U, f(U), . . . , fn(U)
soient deux-à-deux disjoints. La perturbation g1 de f est onjuguée à f par un diéomorphisme
φ1 qui oïnide ave l'identité hors de l'union des f
i(U ), 0 ≤ i ≤ n. Pour la onstruire, nous
modions f sur les ouverts U, f(U), . . . , f j−1(U) pour un ertain entier 1 ≤ j < n et nous
utilisons les domaines restants f j(U), . . . , fn−1(U) pour ompenser la perturbation de sorte que
fn et gn1 oïnident sur U . Une telle modiation est appelée perturbation fantme de f .
Pour modier les propriétés de l'appliation tangente Df , il est ommode de pouvoir supposer
que les omposantes onnexes de haque ouvert f i(U), 0 ≤ i ≤ n sont petites de sorte que f
y soit prohe d'une appliation linéaire. Par ailleurs, an de modier la dynamique le long de
l'orbite de tout point non périodique, nous souhaitons que U ontienne un itéré de haque point
x ∈M\Per(f). C'est exatement e que permet le théorème 3.4 d'existene de tours topologiques.
Après avoir eetué une telle perturbation fantme, les dynamiques des appliations tan-
gentes Df et Dg1 restent onjuguées par Dϕ1. Pour modier eetivement la dynamique, nous
introduisons une suite de perturbations fantmes (gi) onvergeant dans Diff
1(M) vers un dif-
féomorphisme g. On l'obtient en onjuguant suessivement par une suite de diéomorphismes
(ϕi). En hoisissant la taille des omposantes onnexes du support de haque appliation ϕi
susamment petite, nous garantissons que la suite (ϕi) onverge vers un homéomorphisme ϕ de
M qui onjugue f et g.
Cette tehnique de onstrution de perturbation omme limite de diéomorphismes onju-
guées a déjà été utilisée en dynamiques par Anosov et Katok [12℄ pour des dynamiques lisses ou
par Rees (voir [20℄) en régularité C0.
11.4 Problèmes
Nous n'avons pas obtenu d'analogue au théorème 11.2 dans le adre onservatif.
Question 11.6. Considérons une forme volume v sur M .
Existe-t-il un ouvert non vide U de l'espae Diff1v(M) des diéomorphismes préservant v et une
partie dense D dont les éléments ont un entralisateur dans Diff1v(M) non trivial ?
Les théorèmes 11.1 et 11.2 suggèrent que la topologie de l'ensemble des diéomorphismes à
entralisateur trivial doit être ompliquée et motive les questions suivantes.
Question 11.7. 1. Considérons l'ensemble des diéomorphismes ayant un entralisateur tri-
vial. Quel est son intérieur ?
[125℄ implique que pour r ≥ 2, l'intérieur est non vide. Pour M = S1 et r = 1, [25℄ implique
que l'intérieur est vide.
2. Est-e un ensemble borélien ?
(Voir [56℄ pour une réponse négative dans le adre mesurable.)
3. L'ensemble {(f, g) ∈ (Diff1(M))2, fg = gf} est fermé. Quelle est sa topologie loale ? Est-il
loalement onnexe ?
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Pour démontrer le théorème 11.1, nous exhibons des propriétés dynamiques qui impliquent
que le entralisateur est trivial. Cei illustre l'existene de liens entre la dynamique d'un difféo-
morphisme et ses propriétés algébriques dans le groupe Diff1(M). En voii un autre exemple :
la relation de Baumslag-Solitar gfg−1 = fn, où n > 1 est un entier, implique que les points
périodiques de f ne sont pas hyperboliques.
Question 11.8. 1. Considérons un groupe niement engendré G = 〈a1, . . . , ak|r1, . . . , rm〉 où
{ai} est une partie génératrie et les ri sont des relations. Quelle est la taille de l'ensemble
des diéomorphismes f ∈ Diffr(M) tels qu'il existe un morphisme injetif ρ : G→ Diffr(M)
satisfaisant ρ(a1) = f ? Le théorème 11.1 implique que et ensemble est maigre lorsque G
est abélien (ou même nilpotent) et diérent de Z.
2. Existe-t-il un diéomorphisme f ∈ Diffr(M) tel que pour tout g ∈ Diffr(M) le groupe
engendré par f et g est 〈f〉 lorsque g ∈ 〈f〉 ou le produit libre 〈f〉 ∗ 〈g〉 ?
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